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“Ce aquoi I'un s était failli, I'autre y est arrivé et ce qui
était inconnu a un siecle, le siecle suivant |I'a éclairci, et les
sciences et les arts ne se jettent pas en moule mas se
forment et figurent en les maniant et polissant a plusieurs
fois[...] Ce que maforce ne peut découvrir, je ne laisse pas
de le sonder et essayer et, en retastant et pétrissant cette
nouvelle matiere, laremuant et I’ eschaufant, |’ ouvre a celui
qui me suit quelque facilité et la lui rends plus souple et
plus maniable. Autant en ferra le second au tiers qui est
cause que la difficulté ne me doit pas désespérer, ni auss
peu mon impuissance...”

Montaigne, Les Essais, Livre I, Chapitre XII.
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1. Ondelettes. Principales applications

Les ondelettes g, (t) sont des fonctions générées par latranslation et la dilatation
d’ une fonction génératrice, appel ée ondel ette mére y(t):

wa,b(t)=w§‘j7b§

Les principaux applications des ondelettes sont: I'analyse du signal (par exemple la
localisation des discontinuités dans un signal), I’analyse fonctionnelle ( par exemple
I’ approximation des espaces fonctionnelles ou I’analyse numeérique) et le traitement du
signal (par exemple le codage en sous-bandes). Dans la suite on présente brievement
I” apport de la théorie des ondelettes dans chaque application d§a mentionnée. Prenons
pour le commencement le cas de la localisation des discontinuités d’ un signal.

1.1. Lesondelettes et les moments nuls

Soit f(x) une fonction réguliére, f 0c?. Cette fonction peut étre développée en
série de Taylor:

f(x):f(0)+xf'(0)+...+%f ) (0)-+refx)
Soit:
Co= ff (Nl

—00

Alors:

Co- _}° E(O)+xf‘(0)+...+%f (r)(0)+r(x)Eu(x)dx
Si y(x) est réguliére, dors:
_}oxmlp(x)dx =0, m=0,r

On dit que lafonction y(x) ar moments nuls.

Donc:
Co =1(0) [wix)ax+£(0) [ xw)ax+...+f )0) [ x"wix)x+ [relxhul)ax
ou:
Co = [re(xju(x)ix
Mais:
| re(x) =M
ou M est une constante tres petite. Donc:
Co 0O
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On peut dire que s f est réguliere alors C, est tres petite. Considérons maintenant que
f(x) est lamasse de Dirac:

Soit:

Alors:
Co= [8)wl)ix =8()0BK) | = (0)=w(0)

—00 x=0

Si on utiliselafonction wél(%b@alors:

0 -b N -
1 362 B0 =50) 0T ) |, = Tal0)
ou on a utilisé la notation:
Walx)= w%@

En utilisant donc lafonction y,(x -b) au lieu de lafonction y(x), on obtienne pour c, la
valeur §,(b) qui peut étre grande. Ainsi on peut avoir une indication sur la irrégularité

d'un signa (la distribution de Dirac n’est pas une distribution réguliére) en utilisant la
valeur de la constante C,. On peut donc avoir une indication sur la régularité d' une

fonction en utilisant les ondel ettes.
La régularité de la fonction y(x) peut étre exprimée auss dans le domaine

fréguence. Latransformée de Fourier de |’ ondel ette mere est:
)= [ wixe™dx O §(0)= [wlx)dx
En dérivant la transformée de Fourier on peut écrire les relations suivantes:

o =i 0)

D=0

x el =)< o ®) (o)
On amontré ainsi que si lafonction y(x) ar moments nuls alors:
p®(0)=0, osksr
On dit que la transformée de Fourier d’une fonction qui a r moments nuls est de classe

c”. Donc I’ ondelette mére est laréponse impulssionelle d' un filtre passe-bande.
Dans la suite on présente I’ utilisation des ondel ettes dans I’ analyse numeérique.
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1.2. Applications en analyse numérique

Cette application de la théorie des ondelettes a été introduite par Strang et Fix en
1969. On veut développer les fonctions en utilisant les éléments de lafamille:

-1
c=rhe g il
Y By
On cherche une fonction g simple pour le calculs numériques. Considérons que
I’ensemble G engendre un espace vectoriel v, et que lafonction g est a support compact.

Nous nous posons la question si le développement al’ aide des éléments de |’ ensemble G
(qui peut étre considérée comme une base de |'espace vectorid Vv,) est stable

numeriquement.
Soit:

1
—h 29—k
gh,k(x) guh g

Si le développement dans la base G est stable numériquement alors on peut trouver pour
chague fonction f de L?(R) une suite {a} ,, tel que:

< (1.1)
L*(R)
guelque soit € quand h est suffisamment petit. On peut démontrer que si la famille G est
une base de Riesz alorslarelation (1) est vérifiée.
Definition 1. La famille {g(x-k}, , est une base de Riesz si et seulement s'il

existe deux constantes A et B, positivestel que:

‘kiakgh,k(x)‘f(x*

A E_f"z% O-Eokijkg(x—kfdst iijE (12)
Cette condition de bi-continuite peut étre écrite aussi dans laforme:
O<As §|@(E+2kn]2 <B (1.3)
Remarque k==co
Soit:
ale)=[a(e)”

La fonction a(x) représente |’ autocorrelation de la fonction g(x) ( c'est la relation de

Wiener-Hincin). Lasomme Ea(z +2km) représente le spectre du signal obtenu par



I’ échantillonnage idéale du signal a(x) en utilisant une période d’ échantillonnage unitaire.
© 2
Donc ¥ [g(€+2km) représente le spectre de I’ autocorrelation de la fonction génératrice
k=—00

de la base considérée, échantillonnée en utilisant une période d’ échantillonnage égale a 1.
On démontre maintenant |’ équivalence: (1.2) - (1.3).

Démonstration

Montrons pour le commencement que(.3)0 (1.2)

En multipliant tous les membres de larelation :
2

0<As< YoE+2km| <B

k=00
par |A(€)° ou Alg)= gake‘ikE on obtient:
k=-00

2

0<AJAE) < |A(z)2k § g +2km)| <BIA()?

ou:
n 2 1 2 2 2
0<A [lA(e) de< [IAE) z|g(z+2kn) dz<BI|A() (14)
Mais:
T 2 2 o T 2
fAE) z|g(z+2kn) ot = z_ I|A()| 1G(€ + 2krt) * e = S JlAk+2m) lG(e + 2Km)* de

parce que Ia fonction A(Z) est périodique de période 2m, étant une transformation de

Fourier a temps discréte (voir sa définition). Donc la derniére relation peut étre écrite
danslaforme:

o0 2 o 2 0 (2k+1 2 R 2 o) . 5
[IAE€) YlaE+2km) de= 3 _|'|A( u) fo(u)“du= flA(u)a(u)”du
—o0 k=—00 k——°° 2k—11T —o0

Mais:
AB(E)= 1 3 2™ 8le) - 1 5 ol

Donc: o~

2
Tt
IIA(EX z|9(5+2kn1 &= | zakg( * de
-1 —o0 |k=—00
Maintenant larelation (1.4) peut S écrire:
— T~
- 2 o 2 - 2
0<AflA() de< | zakg( )( dE<Bf|A(€) de (1.5)
-Tt —o0 [K=—00 -T




En utilisant larelation de Parseval pour les signaux d’ énergie finie on obtient:

/\ 2

%)

2 o | o
| Eakg(x k)( dg =2m | zakg(x—k)( dx (1.6)
oo [k==co o0 |k=—00
Larelation de Parseval pour les signaux a énergie finie atemps discréte s écrit:
2
> (&) :i}TIA(E] d¢, a OR, (OkDZ (1.7)
oo 2m-,

En utilisant (1.6) et (1.7), (1.5) peut S écrire:

0<A z (ay )? 2T[<2n_|’

k=—co Zo0
ce qui représente la relation (1.2). Donc (1.3)0 (1.2) On prouve dans la suite que
1.2) 0 (1.3) aussi.
En partant de larelation (1.2) on peut obtenir larel ation'

Sac e Sl @sola’s  us

d’ou en utilisant le noyau de Fischer on peut obtenir (1.3).

2
%akg(x—k* dx<B %(ak )221T

k=-00 k=-00

On revient maintenant alarelation (1.1).

Théoréme 1.
Il existe une suite fal'},  tel que:
lim zakghk( )-f| =0 )
h-0lk== L2
alacondition:
© 2
0< Yo (E+2km)
k=—00
ol gnx (x)=gn(x-k) et I'ensemble {gp ()}, , €st une base de Riesz.
Remarque
1
Ce théoréme assure la abilité numérique. Soit pp(x)=h 2u DhE et

1
Hnk(x)=h ZH%—kE et ay =<f(x).ukn(x)>. En ce qui concerne la vitesse de convergence
en (9) on peut affirmer que la suivante équivalence est valable:

|5 <t ane (-1t
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L’interprétation fréquentielle de cette équivalence est la suivante:
§(0)#0,6(2km)=0,0k 02-{3 etg® (2km)=0,0p=1r
Donc lafonction g représente la réponse impulssionelle d’ un filtre passe-bas.

1.3. Codage en sous-bandes

Prenons deux filtres numériques avec les réponses impulsionnelle {hy}, -, (passe-
bas) et {h, .}, -, (passe-haut) et les réponses en fréquence hy(w) et h,(w). Soit:
h.(0)=1ethy(m)=0

kOz

et:

ﬁz(O): Oet ﬁz(ﬂ):l
Un exemple est présenté dans lafigure 1.3.1.
X Ihl(w)l, I, ()l
1

A

v

-TT T

Figure 1.3.1. Un exemple de paire de filtre pour |e codage en sous-bandes.

Considérons le systeme présenté dans la figure 1.3.2.

a[n]
O
hl(w) 12 — ain]
u[n
— dn d 1[”]
EZ((D) L D 12
a[n] L2 a[2n]
Figure 1.3.2. Systeme de codage en sous-bandes.
On peut écrire:

ayn]=d2n et difn]=d2n-]



Le fonctionnement du systeme présenté dans la figure 1.3.2. peut ére compris par
I’exemple présenté dans lafigure 1.3.3.

un] un]
e | | | > - | | | .
| | I " | | I "
Ug U Uy n Up up U n
an] din] » | |
= | - . I I | >
a; ag n do di dp n
ay[n] dy[n]
e | | | ... . o | | . .
| | | " I I I "
a_o ag ar n d_1 dl d3 n

Figure 1.3.3. Un exemple de fonctionnement du systeme présenté dans lafigure 1.3.2.
Pour la branche superieure on peut écrire:

aln] = oh{r] O alw)=d(wh(w)

et:
a (@)= alple
p=—o0
Oou:
w3 e e SO Y SRERR el o
Donc:

p=-o

inmE i

)= § alder -—@zd[p]e PS¢ 1)pd[p1e"°5"%:§§m§ramz@:

2

On peut faire la reconstruction de la suite {u,} ., a partir des suites {a;[n} ., €t
{d[n} -, - Considérons a ce but |e systeme présenté dans lafigure 1.3.4.



all 13[n]
gl ka() — 4
difn] 104 n] 9
dl[n]— 12 ko ()
aln] S Bln] gln] = g;%%n eﬂSi nO:ai re

Figure 1.3.4. Un systeme de de-codage.

On peut ecrire:
%@ hl +BE@ D+uw+n%§@ hloo+n @% 2 oo+n)g
0
Pour lareconstruction parfalte est nécessaire que:
s{w)=0(w)
Cette condition est vérifiée si:
A ka(ohs(w)+ka(why(w)=2
1 (O (4 1)Ko (O, (04 ) =0
Il Sagit d'un systeme de 2 équations et 2 inconnues les fonctions ki (w) €t k,(w). Les
solutions sont:
- 2ﬁ2((o+ T[)

ka(w)= hy (w)h (w+ 1)+ hy (+ 10, ()

()= - 2h, (w+m)
2 hl( )h (w+n)+h1(w+n)h2(w)
Un choix possible pour les solutions du systeme est:
k(w)=hy (w+m)
kz ()= ~hy o+ )
alacondition que:
hl( )h (w+n)+h1(w+n)h2(w):2
S hy(wet hy(w) sont des réponses en fréquence des filtres avec des réponses
impulssionelle finies alors toutes |es quatre réponses en fréquence sont des polynémes.



2. L’analyse multirésolution de L%(R)

Soit V; |’ espace vectoriel emboité par I’ ensemble {g jvk(x)}jDZ,kDZ:

V= %.v.engendre par {gjyk (x} i0zkz En LZ(R)

avec:
I
gj,k(x): 229(2JX —k)

Remarque

<9j,k19j,0> = of Z%Q(ij—k)Z%g(ij}ix =2l }og(zjx—kl;(zjx)ix

En faisant la substitution:
21x = y
on obtient:

<gj,k : gj,0> = _}og(y ~k)g(y)dy = Rgg (—k) =y«

Il sagit donc de I’ autocorrelation de la fonction génératrice de la base considérée. Donc
le produit scalaire ne dépend pas dej.

Soit {g(x-k},5, une base de Riesz dans I'’espace V,. Alors il y a deux constantes

positives A et B tel que:
2

0<A< §|@(w+2kn] <B

k=—00

Donc:

Df(X)DV,-:f() zakg,k() fe)= jf()e‘zxdx-

En utilisant le changement de variable:

]

ak22 (ZJX k)e 'Exdxﬁ— gak | 229%‘% k %_'Exdx

IIIM 8

2]

=—00 —c0

on obtient:
kK -
fe)=5 (2Jx)e_liB(+2'Ddx 0 Eake_lzg E}ozég(zix)e“fxdx
k:— B( Hoo
On note le premier facteur du membre droit de la derniére relation avec m; (£) et on
constate que |’ autre facteur représente la transformee de Fourier de la fonction g j(x),
g;(€). On alaproposition suivante:

Proposition 2.1. Pour chague fonction f de v; ona



f(&)=m; ()g; ) (21)
ol my (§) est unefonction 2n2! périodique.
Cette proposition a été déja démontrée. On prouve maintenant la proposition suivante:

Proposition 2.2 0j0Z VjOVjy

Démonstration
i
vagj,k (X)DVJ vgj,k (X)= 22g(2J X —k)D gj.k (2X)[|VJ

i i1
= . 1 =+ ) 1
gjk (2x)=22 9(21+1X - k): J2 2* g(21+1x - k)= 75 dik (x)OVu

Mais chague signal de Vv; peut s exprimer comme une combinaison linéaire des fonctions
gjk (x):
f(X)DVJ O f(X)= k_z akgj’k (X)

Donc:
(o] (o] 1
f(2x)= Yag: kl2x)= ay — i1k \X
(2x) k:Z_ook j,k( ) k;_m K5 jlk()

qui représente une combinaison linéaire des fonctions {g; (x)}, ., , donc est un élément de

Vj:;1. Onadémontré ainsi que:
Of (x)OV; O £(2x)0V; et £(2x)0Vjsy 0V} OV
Remarque

On a démontré en méme temps que:
Of (x) OV = f(2x)0Vj

Définition 1. On dit que la suite des sous-espaces emboités de L?(R), {Vj}jDZ est

une analyse multirésolution de L?(R) si on ales conditions:
1. V;0Vp, 002z
f(x)OV; = f(2)0Vj

0V, =)
0z
4. Nv;={g
0z
5. 1l existe une fonction g en Vv, tel que la famille {g(x -k}, Soit une base de
Riesz.

Remarques
A) Lacondition équivalente pour que {g(x -k}, Soit une base de Riesz est:
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© 2
0<A< Y g(w+2km) <1(voir le chapitre antérieur).
k=—co

On note:
2

Im(w)® = §|§(oo+ 2kr) (22
koo

Donc on peut écrire la condition pour que {g(x-k},-, Soit une base de Riesz
comme:

0<A <|m(w)® <B
B) On peut démontrer larelation:

2 (2.3)

Eyke_i“’k = §|@(oo+ 2ITr]
oy

k=-c0
Démonstration
Soit:
Yk =Rgg [k]
I”autocorrelation de la fonction g cal culée aux moments discrets.
Rggbd‘ﬁ|@@12
En utilisant la formule sommatoire de Poisson on obtient (2.3).

C) Silafonction g subit les conditions de Strang et Fix alors on doit avoir:
9(0)# 0 et g(2km)=0, kO Zz-{d

D) On peut démontrer que la condition de décroissance rapide de la fonction g
peut étre exprimeée dans laforme:

L+k"

Lafonction: ¥ y,e ' est de classe c*.

k=—co
Démonstration
2

00 . B) o
k_z ye ke = |—z la(w+2im) = c(e)

dc(w) — i - —ikw (2'5)
dw - Ik:z_ol:yke
ou, en utilisant larelation (2.4):
IK| [L+K| 1
|kyk| < m < m = m-1
L+k" k[T LK
donc lasérie en (5) est convergente. (2.6)
2 %
T _ 5 g, eren

En utilisant de nouveau larelation (2.4) on peut écrire:
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2
oy L
™ ™ ™

Donc lasérie en (2.6) est convergente elle aussi. Par récurrence on peut affirmer que:

T vie " 0c® o ylgle+2km) oc®
k=—00 k=-00

Proposition 2.3 Il existe une fonction mg(w)oC™ telle que:

§(2w)=mo (w)g()

Démonstration

v_luvo;g&H]vou EQ&E: ghkg(x—k)u
O 1%%&% 18 i = z hy J’g(x k)e ™" dx

on peut écrire:

oH

o e o= [o(x)e 2% ax = g(2¢)

020 Zoo

I
et al’aide du changement de variable:

X =x-k
on obtient:

e ac ool =8 ol o =l

—00 —00

Donc:

3 i folek S ax= 1 5 e ol

k=—00

ou:

§(2€)=mo(€)a(e)
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2.1. Fonction d’échelle

On appelle la fonction g, de la définition 1, fonction d’échelle. Soit I’ensemble
{o(x -k} oz avec:
5= 9(w) 2.1.1)

m(
ol m(w) est donné par la relation (2.2). Supposons que m(w) représente la réponse en
fréquence d' un filtre RIF, alors m(w) N’ a pas des zéros (m(w)# 0, DwOR ). Soit:

¢(X)=k§fkg(x-k)

la décomposition de lafonction ¢(x) danslabase {g(x -k} -, de |’ espace v, . Alors:

_ < ko~ < -k _ 1
fb(w)—k:z_gke g(w)Dk:z_wme =@

Donc les coefficients de la décomposition de la fonction ¢(x) dans la base {g(x-k} -,
sont les échantillons de la séquence ¢, qui représente la réponse impulsionnelle du filtre
inverse du filtre avec |a réponse en fréquence m(w).

Proposition 2.1.1.  La condition d’ orthonormalité de I'ensemble {¢(x -k},

EJE

est:
2

2|6 an) =1 212)
|=—00

Démonstration

Supposons que |’ ensemble {¢(x - k} oz €st orthonormal.
= -1=0
($(x- ED ‘s J’q)x K)o(x —dx = %)

-1#£0
Mais |’ autocorrelation de lafonction ¢ est:

R¢¢ (u) = _};¢(x)¢ix +u bx

ou al’aide du changement de variable:

x=y-k
on obtient:
RRgg ()= [0y~ KWy —k+uly
Donc:
k-1=0
Rag (k=1)= (00~ Ep K=1#0

On adémontré ainsi que:
Rog, =n

Donc:

S Rop e =1
k=—00

Mais, en utilisant |aformule sommatoire de Poisson on &
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00 . 00 2
z R¢¢ke_lkw = Z|¢(&)+ 2|T[X
k=—co |=—00

Donc:
2

Elfﬁ(oo+ 2m =1 (c.q.f.d)
|=—c0

Proposition 2.1.2.  L’ensemble {¢(x-k}, , définit plus haut est une base
orthonormée de v, .

Démonstration

On vérifie que I’ensemble {¢(x -k} ,, est orthonormée.
~ 2
[e3] 0o 2k
5 |B(co+ 2k 2= —|g((o+ " .
k==eo k==e [m(co+ 2krr)

Mais lafonction |m(w)® est périodique de période 2r donc:

0 2 o l6(cw+ 2k 2 . 5
Zlferaal = :Z_Jg(rr;(ix? = Ler 2 =1

Donc I’ensemble {¢(x -k} -, €st orthonormé.

On démontre maintenant que chaque fonction de v, peut étre développée comme une
combinaison linaire des ééments de I’ensemble {¢(x -k}, . Soit f(x) une fonction de
Vo.

)= S falk-k) = FE)= 3 e ™5(E)=my €)6()

k== k2w
ou on anoté:
m €)= 3 e
Donc:
€)= m (Ehole) 881 vy () )=, (00
ou on anoteé:

my (§)=m; (E)m(e)
On peut observer que m; (£) et m(€) représentent des transformées de Fourier des signaux
a temps continu échantillonnés. La relation équivalente (en temps) a la derniére relation
est:
£(x)=mg ()T0(x) , mg (x) My (€)
ou:
m¢ (X) = k_z_ m¢k 6(X —k) ) m¢k = m¢ (k)

Donc:
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f))= 5 mg ox-K)DB()= 5 mg, d(x-K)

On a démontré ains que chaque fonction f(x) en v, peut sécrire comme une
combinaison linéaire des é éments de I’ ensemble {¢(x -k} -, . Donc cet ensemble est une
base orthonormée de v,. On a démontré que pour chaque base de Riesz de Vv,
{o(x-k},oz on peut trouver une base orthonormée correspondante {d(x-k},z €n
utilisant larelation:

© 2
|m((o)2 = |=Z la(co+ 2im)

On cherche maintenant la base duale de labase {g(x -k}, en V,.
Soit:

(2.1.3)

Proposition 2.1.3.  L’ensemble {Q(x-k},, est la base dude de la base
{g(x—k} kz €N Vo-

Démonstration

(olx~K).0b-1)) = falx - k)l

—00

L’intercorrelation desfonctionsg et Q est:
Rgo (u) = J’g(x)Qix +Uu dx
A I’aide du changement de variable:

x=y-k
on obtient:

Rga ()= faly —k)Qly -k +uly
Pour u=k-I on obtient:

Ry (k=1)= faly-K)aly ~Thy = (glx ~K).a(-1)

—00

Mais:
(ol k). c-1) = - ole)e ™ (el ) = - rale)af)e e -

oi(k-1) de
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ou:
00 2p+1
(oK ale-1)= 2 |9(5)|2 i ge
T p==eo (2p-1)re|m(E)
Apres |le changement de variableg - 2prt=u on obtient:

1T o1 oy LT
251_In|m(u]29—z—<!og(u+2pn] omi(k-1) du_ﬁ_fne (k-Nugy =
L k-1=0
“H, k-1%0
Donc:
(9kx —k), Q(x ~1) = By (cqf.d) o1

Soit f une fonction en L2(R) et P, (f) sa projection orthogonale sur v,,. On peut écrire:
(Po(f)-f.a(x-k)=0 TkDZ
ou:
(Po(f Jix) glx — k) = (f (x). alx — k)
Donc le développement de lafonction py(f) danslabase de Riesz {g(x -k} ., est

Po(f)x)= § <Po(f)(x),g0’k(x)>g0’k(x)=k% (f(x). 90k ())gox (%) (215)

k=—co =—00
ou on a utilisé la notation:
dok (x)=glx k)
Mais I’ensemble {Q(x-k},-, est aussi une base de I’espace v,. On peut donc écrire
aussi:

(o]

Po(f)x)= ¥ (f(x) alx-1)alkx-1)

|=—c0

Soit:
Qg (x)=0(x~1)
Donc:
Poli)0)= 3 (1201 ()01 )=
= 5 {5 (169000 b) 20s )0
ou:

Polf))= 3 z (t(x) g0k (<) g0k () 20y ()20, (€)= ¥ (1) g0k (X)) Q01 ()

|=—00 K=—00 k=—00

On peut démontrer aussi larelation suivante:

P ))= 3 (F(x). Qo) (X)gos ()

=—00

16



2.2. Exemples d’ analyses multir ésolution
Exemple 1. Fonction d’échelle de la base de Haar

Vj :{f (x)o LZ(R* (x)-constante sur [2jk,2j(k +1)DkDZ]}

On peut veérifier facilement les conditions 1 et 2 de la définition de |'analyse
multirésol ution.
Soit:

9(x) =104 (x)

lafonction caractéristique pour I’intervalle [0,1].

A Q(X)

1

0 X
1 L4

Figure 2.2.1. Lafonction d' échelle pour la base de Haar.

P 1
Rage = Rgg[o]: Igz(x)dx :gdx =1

Rgg, =Rgglk] = _}’g(x)g(x k) =0

parce que les supports des fonctions g(x) et g(x +k) sont disjointes. On peut donc écrire:
o 2
S [o(w+2km) =1
k=—00

Donc I’ ensemble {g(x -k} -, €st une base orthonormée de v, .

Remarque
En utilisant la derniére relation on peut montrer que:
Smg@ 2kt 2
v |2 2 0 _4
Eol wr2km |
2
Démonstration
_ig _ig
1 . 2 2
@(E)=Ie_'zxdx=—_i(e_'E —1)=—e_— 2i9n5§%=—e—23inBE—E
5 i& i€ 2 H 2C



dou:

+ 2kTt
_ 2 _ o 2
|g(§ + 2kTT] = —E ok

Donc:
2
sn E + 2KTT

(o] _ (o] 2
S [olo+2km)? =1= 3 ﬁ (c.q.f.d)

2

Cette identité, trés intéressante, est difficile d’ étre démontrée en utilisant une méthode
différente. On amontré que:

k=—00

® 2 © . <) .
|m(m]2 = k_z_|@((g+ 2k1-[] = k_z_ Rggk e—lkw - k_z_ yke—|km =1

Remarques
A. Lafonction g est a support compact. On peut donc dire que I’analyse d'un signal de
V, basée sur le développement dans la base {g(x -k} ., est bien localisée en temps.

B. Le spectre g(w) al’ aspect présenté dans lafigure 2.2.2.

()

1

0.9

0.8

0.7
0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1p

0 1 1 1 1 1 1 1
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 &

Figure 2.2.2. Le module du spectre de la fonction d’ échelle dans le premier exemple.

Gréce aladerniére figure on peut constater que:

a(e) sg
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On peut donc affirmer que |la décroissance de lafonction [g(¢) est faible et que lafonction
g n’est pas bien localisée en fréquence.
Soit:
C(w) =|m(w)®

Pour notre exemple:

C@Q:L|m@ﬂ2DC“
Remarque
Pour I’ exemple considéré:

donc:

g(x)=0(x)=lx)
Ainsi on aveérifié la condition 5 de I’ analyse multirésolution. Les fonctions constantes par
morceaux appartient a un ensemble dense en L2(R). Donc:

0V, =2®)
i
L’ hypothése 4 de la définition de |’ analyse multirésolution est donc vérifiée elle aussi.

Soit {$(x ~k} > |abase orthonormée de v, et P;(f) la projection du signal f OL?(R) sur
I’espace V; . On peut écrire f comme:

f=g+h
ou g est une fonction en escalier et h est une fonction avec une norme arbitrairement
petite. Donc:
Pi(f)=P;(0)+P;(n)
Mais:
[Py ()] <[n
Donc:
[Pi€)| <P (@) [P (b < Py )|+ In

Mais:

9(x)=1og (x) D ||PJ(91|2:kimKl[o'l](X)’g'j((x»‘ s

En utilisant le changement de variable:
yzﬂx
on obtient:

w | -2
RGI"= 3 |27 flab-k)e

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Buniakovski-Schwartz on obtient:
2 0 . _2j
6l < 5 272 oty
=—00 O

Donc:
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um”a@m2=o

] — —00
On adémontré ainsi que:

ij ={¢

Donc I’ hypothése 3 de la définition de I’analyse multirésolution est aussi vérifiée pour
notre premier exemple.
Exemple 2.

Vo =H(x)OL2R)F(E)=0, ¢, g > °F
0= 16D R)FE)=0. CE.[g> 71
Soit g(z) lafonction présentée dans lafigure 2.2.3.
V'S @(E)

v

T

n
2 2
Figure 2.2.3. Le spectre de lafonction d’ échelle dans I’ exemple 2.

On calcule lafonction d’ échelle:

1

eiixdzz—fd(eiEX):L%'z e 2 %: "

— Nl

-1
g(x) Com 217X

NS

Tt
2
Sa représentation graphique est dans lafigure 2.2.4.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

_0.2 1 1 1 1 1
6 -4 -2 0 2 4 6

Figure 2.2.4. Lafonction d’échelle dans I’ exemple 2.
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On peut facilement vérifier les hypotheses 1,2,3 et 4 de I’analyse multirésolution en
tenant compte de |’exemple 1 et de I’isomorphisme de Fourier entre L2(R) et L?(R).

L’ensemble %sin c@@% est une base orthonormeée de I’ espace v, (des fonctions
0z

d énergie finie et bande bornée) gréce au théoréme d échantillonnage (W.K.S). Donc
I’ hypothése 5 de la définition de I’ analyse multirésolution est aussi vérifiée.

Remarque

Cette analyse multirésolution permet une bonne localisation en fréquence (support
compact de g(2)) mais ne permet pas une bonne localisation en temps (le support de g(x)

est d’une longueur infinie). De plus, lafonction g(x) n’a pas une décroissance rapide.

Exemple 3.
Vg = {f (x)OL2(R)f (x) est unefonction dedegre sur chaque[k, k +1), k O Z}
Un éément de v,, fo(x), peut avoir la représentation graphique présentée dans la figure
2.2.5.

4 folx)
/ X
2 »
0 "

Figure 2.2.5. Un exemple de fonction de V dans!’exemple 3.

Lafonction d échelle de cette analyse multirésolution est présentée dans la figure 2.2.6.
49()

wXx

-1 1

Figure 2.2.6. Lafonction d'échelle dans |’ exemple 3.
Remarque
9(x) =15 1 1 1()05 1 1)
H 2 2H H 2 2H

Donc:
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1 . . . . . .
0.9t 7
0.8r 7
0.7r 7
0.6} 7
0.5} 7
04r 7
031 7
0.2r 7

0.1r i

o e _/"'\/F\\ 1 /\/"\-.. S|
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

Figure 2.2.7. Le spectre de la fonction d’' échelle dans I’ exemple 3.

On peut vérifier facilement les hypothéses 1,2, et 3 de ladéfinition de ' analyse
multirésolution. En accord avec lafigure 2.2.6 on peut écrire:

g(x) = L+ x)i-1) (0) + (1= x)1fo 1 (x)

Donc:

00 0 1 1
Rgql0=vo = Igz(x)dxzJ’(1+x)2dx+f(1—x)2dx=2J(’)u2du=§
o o

On a démontré que:
2
Rgg [O] =Yg = 5 (2.2.1)

Ryg M=y, = _O_F a(x)g(x +2)dx = —i}l(l+ X )xdx :%
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(o] 1 1
Rgg [_]] =Ya={ Q(X)Q(X —l)dX ={)(1— X)de :E
Pour:
k#-101
on obtient:

Roglk]=vic =[0Gl + K)ix =0

—00

parce que les supports des fonctions g(x) et g(x + k) sont disjointes. Donc:

%, n=0
Rgg[n]:%, n=+1
, enreste

H

et latransformeée de Fourier de la suite yj est:

2 Sk _ 2 }(iw —ioo)
kzz_oo Yk€ 3 + 5 e +e
Donc:
Im(o)” = 24 cosw
3 3
Mais:
—1<cosw<1

C’ est pourquoi on peut écrire:

~<Im()® <1
ou:

1o s ple+2xm)®<1
3 e
qui représente la condition pour que {g(x - k} Kz SOit une base de Riesz avec A :% et

B=1.Onavéifiéains |"hypothese 5 de la définition d’ une analyse multirésol ution.
Remarque

Pour cet exemple larelation:
2

|m(oo)|2 = k§|g(oo+ 2km)

S écrit;
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oo SinZHQ-FanE
mle)?= 3 ——2 ok

k=—co E@+ 2knBZ

o 2 0O

En revenant alarelation:
2 1
Im(w)? =< += cosw
3 3
et tenant compte que:

m(w) = m(- w)

0] .
pour des suites m OR (m(o)): > mke_'wk ), Nous pouvons trouver |’expression de

k=—00

m(e). Soit:

m(w)=a+be ® 0 m(- w)=a+be'® O (a+ be"i‘*’Xa+ bei‘*’): % + %cosw

ou:
a2 + abe'® + abe @ + b2 = 2 + L cosw
dou:
Eﬁz +p2=2
0 L3
0 ab==
O 6
Les solutions du systéme sont:
a=ty L
2 23
}:):3_—\/§
6
Avec la notation:
11
b':E: 2 2\/5
a 1 1
2 23

on peut écrire: '

m(w) = a(1+ b e_'“’)
La base {g(x —k},z nest pas orthonormée. La base orthonormée correspondante est
{o(x -k} oy, avec:

()= 4

m(w) — o M U ¢(X): %mkg(x_k)

m(w) k=—c0
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Labase duale de cette base orthonormée est {Q(x — k} 1, avec:

)= 9@ . 1 (0 0K)= S Mgl -
Q(w) @) i) My O Q(x) paL glx - k)

On présente dans la suite la liaison entre les fonctions g(x)JV, et g%@]vl. Ces

fonctions sont présentés alafigure 2.2.8

4 9(%) A
: &

1

/N 1

-1 1
-2 2

A3
¥ x

Fi 2.2.8. Lesfoncti X) et &E
igure esfonctions g( ) gDZE

On peut écrire:
1HL L6+ L glx -
5952§—4g(x+1)+29(><)+49(x 1)

En passant dans le domaine de |a fréguence on obtient:

g(t)= %eja +%+%e“'§ %(E) (2.2.2)
Soit:
gmo(i):%ejE +%+%e_j£
On peut écrire:
o(22)=gmo @)ele) - a(22)= - 31e)
Donc:
9(200)=g o (w)g(w) (2.2.3)
. @l
_ oz _ gmol@mo
b(2w)=2 ) ) d(w)
Donc:
B(200)=¢ o (w)()
avec:

gMo(@m(w)

_ : 1 _ < _
¢m0(w)—w, ¢m0((.0)<->¢m0k O 24)%@ k:z_mq,mokd)(x k)

On peut observer que:
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oMo, = <%¢%§¢(X‘k)>

On peut demontrer que ,m,_est a décroissance rapide. Donc: sMo(w)OC™. Ce résultat
peut étre utilisé pour démontrer que:

9 mo(w)oc®
et que:
omp(woc®
En revenant alarelation (2.2.3) on peut écrire:
G mo%%éﬂgé (2.2.4)
ou:
EE b
I 9™ %54 C
d ou:
ol
ou:

Pour N - « on obtient:

ﬁ gmo%% (2.2.5)

Si g(x) est une fonction réguliére, alors g(o)

Remarque
Pour w=0 larelation (2.2.4) peut étre écrite:

9(0)=gmo (0)g(0)

gm0(0)=1
Lefiltre ymq(c) est donc un filtre passe-bas.

Donc:
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2.2.1. Un point de vue algorithmique

En utilisant le dernier exemple, on obtient larelation entre les fonctions génératrices pour
divers v;. Nous avons I’intérét de connaitre |es coefficients pour le développement de la

fonction g(x) danslabase {g(x -k} -, . En partant de larelation:
9(w)=109(w)
parce que:
5y 1
on peut écrire:

ox)= 5 Bag(x-n)

n=-—oo
Donc les coefficients cherchés sont 5,. Ces coefficients peuvent étre obtenus par
I’ échantillonnage de la fonction g(x) (voir lafigure suivante).

2 n
Figure 2.2.1.1. Les coefficients sont obtenus par I’ échantillonnage de lafonction g(x).

Maintenant nous trouverons les coefficients du dével oppement de lafonction g(x) dans la
base du v; . On peut utiliser larelation:

@(oo):g mOE%O%Bb—JE

02C

o -9
Mo, 2,0

Larelation équivalente dans le domaine du temps est:
1 [oe]
Job)= 5 gmo,alexi

Donc les coefficients cherchés sont:

01 k=0
2
_HL
ngk_DZ’ k=+1
B, k#-101
B

Remarque
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Ces coefficients peuvent étre obtenus par le suréchantillonnage de la fonction %g(x) (voir

lafigure suivante).

X
—© *—0 >
2 32 -1 32 2 n

Figure 2.2.2. Le suréchantillonnage de lafonction d' échelle.

Exemple4.

V- |"espace vectoriel des splines d’ ordre m par morceaux.
Lafonction d’ échelle correspondante est:

9(x) =1jo, (x) o4 (x) .20 (x) = 1o ™ (%)

28



3. Décomposition orthogonale du L2(Rr)

On considere une analyse multirésolution de L?(R) avec |’espace v, engendre par une
base orthonormée {g(x -k} -, . On note , my par my. On peut donc écrire:

$(2w) = mg () () 3.1)
et:
00 2
3 |B(w+2km) =1, DwOR (3.2)
k=—00
Pour w - 2w larelation (3.2) peut étre ecrite:
) 2
S |6(2c0+2km) =1

k=—00

ou:
© 2

) 3 6(2(co+km)) =1

Donc:
5 6o+ k|2 |mo (co+ k)2 =1
k=—00
ou:
S [6(w+2pm) |mg(co+ 2pn]2 + 3 [B(w+ (2p+ 1)) [mo(w+(2p +1)T[]2 =1
p=-o p=-o

Mais mg(w) est la réponse en fréquence d' un filtre numérique, qui est une fonction 21t
périodique. C’est pour ca que laderniere relation peut étre écrite comme:

mo(@)® 5 [B(w+2pm) +|mg(e+ ) 6w+ (p+1m) =1 (33)
p=—c p=—co
Pour w - w+ 1t larelation (3.1) est:
§|¢(w+ T+ 2pn]2 =1 (3.4)
p=—o0

A I’aide desrelations (3.1) et (3.4) peut étre ecrit:
Imo (@) +|mo o+ 1)* =1
Donc la réponse en fréquence du filtre numérique mo(oo), qui fait la liaison entre les

bases orthonormeées des espaces V et V4 doit subir alacondition (3.5).
Soit:

(3.5)

my ()= e™(mo (w+ m)) 36)

P(e) = my () () 37

et:
Soit:

W_; =W n L%(R)
ou W est | espace vectoriel engendre par I’ ensemble {lp(x - k} KOZ -
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Proposition 3.1. i) WOV
i) {w(x -k}, est une base orthonormée de W_,
|||) VO :V—l 0 W—l

Démonstration

W_; OVq
En effet:
my ()= % (—1)n_1m01_ne_in‘*’
n=-oco
1 [oe]
E‘U%%n;— Mo, _ n¢(X_n)
Donc les fonctions LD% @ sont des combinaisons linéaires des fonctions
{o(x-n},; e donc: W -k 0V, On a montre ains que chaque
02 Moy
combinaison linéaire des fonctions [wﬁ k% esten Vy. Donc: W_; O V.
0®R Moy
© 2
Calculons maintenant la somme delasérie: ¥ [((2(w+ k) . On obtient:
k=—0c0
2 2
Z|(|)( w+km) = z|m1(w+ ko) |6 (co+ kT[)|2
k=00 k=—00
= Y |my(e+2pm) [pw+2pm)” + 3 [my(w+ 2p+2)n) [+ (2p+1)n)
p=—co p=—co

Mais my(w) est une fonction périodique de période 2m parce qu'il S agit de la réponse en

fréguence d un filtre numérique, donc:
2 2

Zfplelosia) =fme)” 3o zom) +|mufor+ ol 3 Jolo+ o+ of
ou:
5 uelovia) =[m (o) + o)’
Mais:
my @) =7 moeo+ )| =[e [ o o+ ] = oo
et

|ml(‘*3+"12 :|e (wm)(m (CO*Z“)JZ =|mo e+ 2”12 :|m0(w]2
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Donc:
2

3 [Blo+ k) =1=[mo () +|mo(w+ > (IR (38)

Imy (@)? +jmy (@+m)? =1 (O)0OR (3.9)

Remarque
On aretrouve lesfiltres QMF (codage sous-bande).

Pour w - g larelation (3.8) devienne:

N 2
S [Bw+2kr) =1

k=—co

Donc I'ensemble {w(x -k} 5, est orthonormé.

(Wl =k)wlx 1)) =8 (3.10)
Calculons maintenant le produit scalaire:

<2-2¢(2—1x_k)2-2w(z—lx_.)>:2—1 ooy bixc i

En faisant le changement de variable:
271x =y
on obtient:
1

<2_; l]J(2_1X - k)2_E lIJ(Z_lX - I)> =(p(x - k) wx-1)) =8y

1
Donc I’ensemble @ Eq;(z‘lx - k)@ est orthonormé.
B Bz

Soit f(x) une fonction en Vv,. Cette fonction peut ére développée dans la base
{o(x-k},oz. La relation correspondante a ce développement, dans le domaine de la

fréguence est:
f(e)=m¢ ()
Soit lafonction h(x) qui corresponde alarelation:

h(co) = my () () = my (wms (@ (w) = my () (200)

Donc lafonction h(x) peut étre écrite comme une combinaison linéaire des fonctions

1
% EL|J(2‘1x —k% qui sont en W_; . On peut donc dire que h(x)ow_, . Pour chaque
B Feoz

f(x)OV, existe unefonction h(x)Ow_; qui peut étre écrite comme une combinaison
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1
linéaire des fonctions 2 2 q;(z‘lx - k) . On adémontré ainsi que I’ ensemble

1
@2 2 qJ(z‘lx - k% est une base orthonormée de w_; . L’ hypothése ii) est donc vérifiée.
5 Hez

Calculons maintenant:

3 B(2(w+ k) (2Aw+km) = 5 my (co-+krp(eo-+ krom§ oo+ ke Mo+ k) =

k=—c0 k=-c0

= § my (co+ kromy (co+ k) o+ 2pm)* = g my (co+ 2pmnG o+ 2pm)f co+ 2pm)* +
k=—c0 p=—o0
5 m (6+ (20 + Do+ 2p-+ ) o+ 20+ )

p=-o

Donc:
2

5 G2(o+ k" (2(eo+ k) = my (@mb(e) S [o(w+2pm)? + my (w+ mmB(w+m) 5 3o+ (2p+ 1)) =

k=—c0 p=—oo o
= ml(w)mg(w)"' my (w+ H)mg((;ﬁ ) (3.11)

En utilisant larelation (3.6) on obtient:

> (2l k) Yo+ k) = e mG oo+ mm5(e)+ e e G (hmE{o+ )=

k=—00

= e 9(1-1)mp(w+ MMy (w) = 0, (O)wO R

Donc:

5 p(2(w+kmp (2(w+km) =0, (O)wOR (312)

k=—00

Pour o — %) on obtient:

3 o+ 2kmp Yo+ 2km) = 0

k=—00

On peut écrire:

B § O(co+ 2k Yo+ 2kn)%ioo =0
[(k=-c0 0

]
5/ A

et aussi:
1 T[
D:[ [] z O+ 2kmp oo+ ZkH)@ im-nkogey =0
1t [k=-00 0
ou:

0= B—H Z I[qJ (co+ 2k} "o+ 2kn)]e i(m-n)eor2kt) g

A,
En utilisant le changement de variable:

W+ 2K -
on obtient:
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2k +1

B(e)d (w)e i(m-n)ogey = B_ij (e imeog ( )ejnwdw_

0=F23
Pk 20
%@'ﬁ(&)e‘lmw,@(w —jnw> = (w(x-m),o(x - n))

(2k -t

Donc pour chaque entiersm et non &
(wlx-m) olc-n) =0, (IKOR

Mais:

(Wlx=m)o(x=n))= [wlx-mp"x-n)ix
En faisant e changement de variable:

x=4

2
laderniéere relation devienne:

(Wl-m) o(c-n)) = BrHI vl -me - ”E"““<"’Dz ”‘@%z‘”@

Donc:

<L¢B£_m§i¢mz_n@:o (O)mn0z

On a démontré ains que les ensembles: g—th’i mHD et ot ¢ n% Sont

D—
V2 2 Oy W2 2

orthogonaes. L’ ensemble {¢(x -k} ., est orthonormé:
(®(x=1)0(x—-p) =51 (3.13)
Mais:
(o(x=1)o(x—p)) = [olx—1)p"(x - p)ix

Apres |la substitution:

on peut écrire:
© oLy 1 1 —
<¢(X 1) d(x - Iooq)D |§’ %z pD <E¢D @E(I)D p@_él—p

L’ensemble %— ¢B’i - k% est donc orthonormé.

w2 Wz
Soit f(x) une fonction en Vv,. Cette fonction peut étre développée dans la base
{o(x-k} 7 - Larelation correspondante en fréquence est:

()= my (w)p(w)
Soit lafonction h(x) définit par:
h(e) = mo (w)f (@) = mo (wmy ()p(w) = my (w)(co)
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Donc la fonction h(x) peut étre écrite comme une combinaison linéaire des fonctions

Qz_;q)(z‘lx—k)@ qui sonten v_;.
H

H(DZ

On peut facilement démontrer que I’ ensemble %iq;B’i - k% est une base orthonormée

V2 12 gy

de v_,;. On peut donc dire que l'espace Ww_; est engendré par |’ensemble
Sizq)Bg-k% . Donc v_,0W._; (voir larelation (3.13). L hypothése i) est donc vérifiée

aussi.
Soit f(x) une fonction en v,,. On peut écrire:

tx)= 3 a%6(x—k) (3.14)
k=-00

Soit ,(x) laprojection de lafonction f(x) sur I’ espace v_;. On peut écrire:

() =f1(x)+d (x)
L erreur d’ approximation du signal f(x) par le signa f,(x), d;(x), est orthogonale sur
I’espace V_; (du au théoréme de projection), donc le signa d,(x) est dans I’ espace w_; .

01 01
@] t dével foncti d lesb -
n peut développer ces fonctions dans les ases%\/—_tp(x k)Ekmz %¢% k%mz
_moa _ _
fl(x)_%g 5 (1t)ef-kDels -4 219
Béa‘” < (o -k @qﬁé <F (3.16)

parce que:

<f (x),w%—k@ - <f1(x),w%—k@+<dl(x),w%—k

et le premier terme du membre droit est nul.
Introduisant (3.14) dans (3 15) et (3.16) on obtient:

-k k 3.17
=2 | EaivtoB i -of o
S K K (3.18)
%%Z_m<_zma' w[} qJD E
En utilisant |es notations;
(3.19)

|
I\)

(3.20)

Sl
@

dk—ZaI< qJ -k

|=—o0

D

On peut donc écrire:
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fl(x)z%%i aﬁ’é‘%—ké (3.21)
dl(X)=%%§ dkw%—ké (3.22)

Soit:

Donc:

0o

] ¢(x—p)¢DB>i—k§1x =

e 02 - 0
On utilise le changement de variable:
X =x-2k
et laderniére relation peut étre écrite:

_of q)(x—p)q)']%—k@jx = _of <|)(X +2k—p)¢5§>%§jx = ZhE_Zk

Larelation (3.19) devienne:

a =2 § a’hilo (3.23)
|=—00
Soit:
~ _ © 0 _
" = L%@um% (x=plex
Donc:

I d(x -p)wm%—k@lx = _L¢(X +2k-p)w5§§§1x =2h 5
Larelation (3.20) devienne:
d =2 ¥ a%hily (3.24)

|=—c0
Remarques

A) Les relations (3.23) et (3.24) donnent les modalités de calcul des coefficients des
projections de la fonction f(x) sur les espaces v_; et W_j,a 'etd, a I'aide des
coefficients du développement de cette fonction dans la base de Vv, a(k) .

B) Les coefficients h, et h, sont lies avec les réponses en fréquence mg () et m;(w). En
effet:

BEH£H=“<EBi > )= 3 hyelk-
ESCES 3 00 20 0c-p))oc-p) 3 npblcp)
En fréquence:
6(2)= 3 hpe™Ph(w)

p==c

Mais:
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6(20) = my () (@)

Donc la suite {hp}pDZ est la réponse impulssionnelle du filtre numérique avec la réponse
en fréquence m, ().

C) Les coefficients des signaux f;(x)et d,(x)sont obtenus par codage en sous-bandes de
la suite {aﬁ}kmz. En effet les relations (3.23) et (3.24) correspondent au systéme
présenté alafigure 3.1.

O -1
2h—k 12 ak

2h5, 12— dk

Figure 3.1 Systéme de codage en sous-bandes qui transforme le signal {a(k)} en générant les signaux

kOz
a;let dk-
S h, ORet h, OR aors:

hi « Mo(w) = hy = mi(w) hy - mEw)

D) Lasuite {aﬂ }nI]Z peut étre reconstruite al’ aide des suites {agl}nmz et {do}, -

f(x)= 5 a%(x-n)

v ())=EEH Y ateE-nBEH s -n
)+ en6)= 205 arto-nhBE 5 anu-nf
Mais:
%%DZ_kg_pimep(b(x_Zk_p)
S 5 sk
Donc:

s ul)= § ot 5 mo sbmnop)ed 5 myobe-anp)]

00 p:—OO

En faisant e changement de variable:

I=2n+p
on obtient:
f(x)+di(x)= 5 (a;llz m0|_2n¢(x—l)+dnlz my,_, d(x-1)=
n=-—o =—00 =—00
=3 Ez ¢';1ﬁlm0|_2n+dnm1|_2n %(x—l)
N=—o0 [ |=—00
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Par identification on obtient:

00

0 _ -1
a = 3 an Mo, +dnm]4—2n (3.25)

n=—o0
Cest la ligison entre les coefficients a,, a;' e d,. Le schéma dimplantation
correspondante est présentée alafigure suivante.

-1 12 mo ()

an

dn 12 my (w)

Figure 3.2. Schéma de décodage.

Donc la fonction f(x) peut étre reconstruite exactement en utilisant les fonctions f,(x) et
d;(x), al’aide desfiltres mq(w) et m,(w) qui respectent les conditions:

|m0(co]2 +|mg (w+ n]z =1
Iy () +[my (w+m)? =1
Mo (ca)my o)+ mo (eo+ mmi o+ )= 0
E)

VO = V—l ] W—l
Démonstration

V—l O Vo, W-l O Vo, V_1DW_1; V-l N W—l =P
of DVO Df1DV—let g]_DW—l tel que f =fl+gl = VO :V—lDW—l
Donc I’hypothése 111) est aussi vérifiée.

F) On peut démontrer aussi que:

Vi =Vo OWg =V_1 OW_ OW,
C'est alacause que le produit scalaire est invariant aux dilatations. En iterant on peut
démontrer que:
Vy;=VoOH O WpE (3.26)
<p<J
Mais parce qu'il s agit d’ une analyse multirésolution:
V;=L2R)0 L2(R)=OW
LJJ 1=L%R) R) OWs

Donc I’ensemble {w} ;, est une décomposition orthogonale de L?(R).

37



3.1. L’algorithme FWT (Fast Wavelet Transform)

On suppose qu’ on connait la proj ection f(x) sur I'espace v, , f, (x):

fg,(x)= k < )63,k ( >¢JO ki f 30k 3.k (%)

La projection de la fonction f(x) sur |"espace V;, 4, fJO_l(x) est identique a la projection
delafonction f; (x) sur I’ espace Vv 30-1+ On peut donc utiliser pour obtenir les projections
de lafonction f(x) sur les espaces v, , K >0 le schéma présente danslafigure 3.1.1:

Vi Vi1 V-2
f35-1k
O
F ok 2ol — 2 2mp()[] + 2 fap-2k
2my(w) 2my(w) 2my(w)
| | |
12 12 12
| €J3,-1k | €Jp-2,k |eJ0—3,k
W Jo-1 WJO -2 WJO -3
Figure 3.1.1. Le schéma d’implantation de |’ agorithme FWT.
Remarque

Donc:

1 (B2 _ ) o
f_1k :Eakl = \/El_z aPhilo :I_Z a?(\/th—ZK):ZI_ZfO,khF—Zk
On peut donc arriver & f_y, en partant de a al’ aide du filtre v2mg/(c).
On a note avec e; 4 les coefficients du developpement de la fonction f (x) dans la
base de I’ espace W;, ;:
€Jp-1k = <f () w351 (X)>
Soit:
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(3.1.1)

o) — 12
2m() 2mg(w)
12 12
g%l q-d2

k K

Figure 3.1.2. Une partie de la scheme présentée dans la figure 3.1.1.

Parce que on peut reconstituer le signal {aﬂ }nDZ en utilisant les suites {agl}nmz et {dn} oz
(nous avons vu dégja ¢a) on peut utiliser le systeme d'identité présenté alafigure 3.1.3.

aﬁl

2mg(w) 12 12 mo ()
= ©-

2m{(w) 12 12 my ()

Figure 3.1.3. Systeme d'identité basé sur e codage et |e décodage en sous-bandes.

Les suites a;! et d,, ne représentent pas les coefficients des projections du signal f(x)0V,
sur les sous-espaces V_;et W_, mais ces suites ont des valeurs proportionnelles avec ces
coefficients. Le dernier schéma est équivalent avec le schéma présenté dans la figure
suivante:
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-1n
Vamg(w) ‘2 12 Vamg () .
an
2 B-
e_l'n
J2mZ(w) L2 12 Vam, (w)
Figure 3.1.4. Un autre schéma de systéme d’ identité.
Ce systeme est utilisé dans les applications des ondel ettes au debruitage.
On peut utiliser aussi |e systeme d’ identité présenté ala figure suivante.
an
2
mo/(w) L2 12 2mo () i
an
a?, | d @
n
0 2 2 ( )
my/(w) 12 12 M
Figure 3.1.5. Un autre schéma de systéme d’ identité.
C'est le systeme utilisé dans les applications d’ analyse d’ images. En revenant a la figure
3.1.2, on peut démontrer en utilisant larelation (3.1.1) que:
a~r]]o = Z (ailo_lmon—ZI +di]0_1m1n—2|) (312)
|=—0c0
On peut donc obtenir la suite {af{)} a I'aide des suites: {aﬂO‘l}nDZ : {df{)‘l}rﬂz : {af{)‘z}nmz :
{dﬂo'z}nmz {af,O'K }nDZ : {dﬂ,O'K }nDZ , en utilisant le schéma présenté alafigure suivante.
ap™ ® glo-K+
— 1 21 mplw n
d\l‘]lo_K EE—T 2 mo((.x)) Jo-K+2
— 1 2 my(w) an
df,O_KJrl A Nl ( )
—r 2 m(w) NP2 L4 I LA ?\)aﬂo
Jo-1
a —
1t 2] my () . &
do?

Figure 3.1.6. Le schéma de reconstruction.
L’agorithme présenté dans la figure 3.1.6. Sappelle IFWT (Inverse Fast Wavelet
Transform).

Remarque
Sait £, (x) laprojection du signal f(x) sur I espace v, :
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f5,(x)= k < )0 35,1 00)0 3.1 (¢ m< )2J20¢(2Jox—k)>2J20¢(zJox—k)

Si on utilise dans |’ algorithme les coefficients:

<f (x),zJEO ¢(2Jo X - k)>

alors ces coefficients dépendent d’ échelle.
Démonstration

Sait:
f(x)=C (uneconstante )

<f (x),2JEO ¢(230 X = k)> = CZJ?0 _o}q)(ZJO X = k)jx

En utilisant le changement de variable:
2%y =y
on obtient:

J o w
<f (x)22 ¢(2J0 X - k)> =c2% [¢(u-k)2 P du=C [¢(u-k)du=CK (c.q.f.d)

—00 —00

ou on a utilise la notation:
J'q)(u—k)du =K

Donc quand on désire I'indépendance des coefficients d’ échelle on utilise I’ algorithme
présenté dans la figure 3.1.5.

3.2. Lacaractérisation des analyses multirésolution al’aide des
polyndmes associés aux ondelettes

On a vu que pour engendrer I'espace V_; en partant de V, on utilise le filtre avec la

réponse en fréquence mg (w) en utilisant larelation:
§(200) = mo (w)p(w)
Cefiltre doit satisfaire la condition:
Imo (@) +|mo(w+)° =1 (O)OR
On sait que:
mo(w)=1
Donc:
1+|mg(m® =1 O mg(m)=0

Pour engendrer I’espace W_; en partant de V on utilise le filtre avec la réponse en fréquence

my ().
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0 (2w) = my () ()

avec
my ()= e~ “mg/(co+ 1)
Donc:
my (0)=mg/(m)=0
et:

m(m)=e " ™mg(m+m)=-10 |my(m)=1
Un exemple de filtres avec les réponses en fréquence mq(w) et m;(w) est présenté dans la figure
suivante:

1 1
0.9} 1 09r
0.8f 1 08f
0.7t 1 07t
061 1 06f
05f 1 05f
0.4t 1 04f
03f 1 03f
0.2t 1 02f
01t 1 01f
95 0 5 95 0 5
a) b)

Figure 3.2.1. Exemple de filtres avec les réponses en fréquence m(w) et mq (w).
Danslafigure a) est présentée la caractéristique |m0((.o]2 et danslafigureb) la

caractéristique |my (@) (Jmy (@)? =|mo(w+T7)?).

Proposition 3.2.1. Si |mg(w) est strictement positive pour w0 @)gg aors:

) [6()wer >0 et
i) [6(e) *wr2en =0 (Ok0Z-{d; | )|*wm0 =1

Démonstration

6(w)= mOB@E@B@Hz mOHBE&noB@EﬁE}%% = mOBQHnO%E..mO%%%E

20020 020 0400 020

Pour:

W=TT
on obtient:

_ T T s
#lr)=mo B iinof B moft B T

Mais;

$(0)z0
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et ¢(w) est continue en 0. Donc pour N suffisamment grand ép%%z 0 et:

6(m)° = mo%ﬁz mo%%z mo%%z‘fﬁ%%z >0 (c.q.f.d)

Donc lapartiei) est démontrée.
La condition de régularité pour |’ ondel ette est (voir le premier chapitre):

sM()=0, k=0r

Mais;

Mais:
my (@) = e"“mg e+ ) wD_O 0=[mom]” O my(m)=0
my (w) = —ie"mf(w+m)+e mF (w+m) O m;(0)=-im§(m)+mf(n) O
0 mg(m=0
Donc:
mo(ﬂ):mb(ﬂ):---:mg)(ﬂ)zo (3.2.1)
Mais:
0(6)=moEBED 0" oler) = mo (e =0
parce que:
mo(m)=0
On amontréainsi que:
b(2m)=0

Pour & =4m on obtient:
#(4m)=my(em)p(em)=0 O é(4m)=0
Pour & =6m on obtient:
(671) = mq (36 (3r1) = mg (rr+ 2m)p (3m)
Mais my(E) est la réponse en fréquence d'un filtre numérique. Donc il sagit d'une
fonction 2mr-périodique. On peut donc écrire:
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Mo (rt+ 21m) = mg (M) = 0
Donc:
d(6m)=0
En continuant ainsi on peut démontrer que:
d(2km=0 (OkDOZz-{¢
Pour trouver lavaleur $(0) on utilise larelation:

© 2
S |6 +2km) =1

k=—c0

Parce que:
fﬁ(ﬁ):mo%§%§ - ¢(E+2kﬂ)=m0%+kngé%+kng

Donc:

2 2
m0%+kn@ ¢%+kr@ =1

>
k=—00
Pour £ =0 on obtient:

® 2
k:z_(!omo (kT[] 2 |f]5(kn] =1

ou:
2

[ee] 2 [oe]
S [mo(2kr) [B(2km)® + 5 Imo((2k+1)m) [6((2k +2r)* =1
k=—co k=—c0
Mais on a démontré déja que:
mo ((2p+1))=mo ()= 0
et:
é(2om)=0 ([@poz-{d
Donc:
Imo (0)°[6(0)% =10 [$(0)* =1
On adémontré ains ii) aussi.

Remarques

A) On peut démontrer aussi que:
$®(2pm)=0 k=1r, p=123..
Démonstration

Ona
mgk)(n) =0, k=0,r
Nous avons aussi:
$(20) = mo (o) (w)
Donc:
29" (202) = Mo (co)p(co) + mo ()t ()
Pour:



on obtient:

On a démontré que:

¢'(2m=0
Pour:
w=21
on obtient:
2¢' (41'[) =mg' (2n)i|5(2n)+ mq (21'[)&[5‘ (21'[)
Donc:

' (4m)=0
Par récurrence on peut démontrer que:
¢'(2pm)=0 OpOz-{d
On peut continuer avec les dérivés d’ ordre supérieur.

B) On peut démontrer que les polyndmes d’ ordre inférieur ou égal ar sont dans V.

Démonstration

Latransformée de Fourier par rapport alavariabley de lafonction ¢(x -y) est:
o(x-y) - folx-y)e™¥dy
En faisant le changement de variable:
X-y=Y
on obtient:

Bx-y) - [6(V)e 0Ny =T (g)

Apres |’ échantillonnage avec pas égal a1 par rapport alavariable y de lafonction ¢(x - y)
on obtient la suite des fonctions ¢(x-k) kOz. En utilisant la formule sommatoire de
Poisson on obtient:

00

S o(x-K)= 3 o(-2pm)ei2

k=—00 p=—c0

Mais:

®(-2pm)=0 pourpz0
Donc:
3 0bc-K)=4(0)

Mais:
$(0)=1

Donc:

) i d(x-k)=1
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La somme §¢(x—k) est une combinaison linéaire des @éments de la base de v,. On

k=—0c0
peut dire que les polyndbmes d ordre O sont dans Vv, . La transformée de Fourier par
rapport alavariabley de lafonction yo(x -y) est:

=)+ J o=y ay =i S (- 0) xe ol 8) =ie o)

Apres |’ échantillonnage avec pas égal a 1 par rapport a la variable y de la fonction
yo(x —y) on obtient la suite k¢(x —k). En utilisant la formule sommatoire de Poisson on

obtient:
z kp(x ~K)e ™ = 5 [xd(- & - 2pme™ E+20x ie“zwéﬁ'(—zpn)]

p=—o0
Pour:
w=0
on peut écrire:
kg ko(x—k)= g x(- 2pr)e™2P™ —je 129 (- 2pT[)]
=—00 pP=—c
Mais:
$(-2pm)=0 pour p0Z-{¢
Donc:

k E kb (x-k)=xb(0)-i'(0)

On a démontré ainsi que les polyndémes de premier degré sont en Vv,. On peut continuer

par récurrence.
Larelation (3.2.1) nous permet d’ écrire:

ﬂ*e HV (3.2.2)
B 2
Larégularité d ondel ette est donnée par le facteur
A+ e H“
H 2
Pour N =1 on obtient lefiltre avec Iareponseen fréquence:
—iw —
o ()= H_ mo, 2%, k=01 (3.2.3)
H 2 H 5o, koz-{¢

Donc:
ZREEER0-Ehes

Cette relation est vérifiée par lafonction d’ échelle correspondante ala base de Haar:
d(x) =1 (x)

Pour N=2, on obtient:

o)=L e H L,
H2 H 4

1io,l,
2

46



Donc:

O, k=0
m :Eﬁ' k=12
Ok SE’
O
Ho, koz-{013

L L o)+ L olx—1)+ L olx -
L)+ 5 06D+ S 0(c-2)
Cette éguation est vérifiée par lafonction présentée danslafigure 3.2.2.

A (])(X)
0.5

v

Figure 3.2.2. Lafonction d’ échelle de cet exemple.

On peut observer la ressemblance avec la fonction d’ échelle correspondante a la base des
fonctions “splines’ d’ ordre 1. On peut donc dire que pour:

Plw)=1
on obtient la généralisation des fonctions d échelle correspondantes aux bases
orthonormées avec des fonctions “splines’. On cherche maintenant les fonctions mg(w)
qui correspondent aux filtres a réponses impulssionnelle finies. D’ aprés larelation (3.2.2)
on peut écrire:
2

i 2N
oo = 75 gf I e
Mais:
b [O))]
|1+92 Iz 5 :|cos((,ol
Donc:
.12
b [OV]
1+Z :|c052<4:| 1+czosw
et:
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imo(®) E£+cosooEM (—.m] (3.2.4)

Les conditions pour les filtres avec la réponse en fréquence mq(w) sont:
mO(O):l et mo(n): 0
Ces conditions sont satisfaites par les polyndmes de laforme:

|m0(oo]2 1+Cosoo Bl+cosooEBl cosooE]msm+ +anBl+cosoogE{L cosoog' ——

(3.2.5)

Lasuite {a,},., doit &retel que:

0<|mg(0) 2
En effet lacondition m,(0)=1 est satisfaite parce que:
1l+cosw
2
et les autres termes s annulent parce que:
1-cosw

|oo=O:1

|oo=0=0

et lacondition my(m)=0 est auss satisfaite parce que:

Alorson a:

|m0(w]2+|m0(w+n]2-l+cosw Bl+cosw%l cosmEmstr +a”E{l+cost'Bl Ccosw gcosoo+

g
y1ooosw o 7 COSOE+COSOH o —a, Bl—cosmg' g cosmg cosw=1
2 O 2 m 2 0O o 2 00 2 0O

Donc la condition:

Mo (@)? +|mo(w+m)? =1
est aussi verifiée.

3.2.1. Exemples

1. Pour a, =0 kOZ" on obtient:
2 _1+cosw
Imo (@) =

2
Mais:
|m0(oo]2 = mo(oo)mo(—co)
Donc:
s eiw +e—ico
mofamo(-a)=——2— =2 2o se0)
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Soit:
mo(@)=a+pe O mg(-w)=a+pe'® 0 |mg(w)® = (a +[3e‘i‘*’Xa +[3ei‘*’): a? +p? +or[3(ei‘0 +e‘i‘*’)

Par identification on obtient:

Les solutions de ce systeme sont:

Donc:

—-iw
mo(w) ="

On a obtenu lefiltre associe alafonction d échelle correspondante a la base de Haar.

2. Soit:
X = 1+cosw
2

On obtient |e polyndéme:
P(X)=X[1+ay(1-X)2X -1)+a,1-X)?(2X ~D)+a,1-X)?(2X ~DX +...+ 0o, X "H1-X)" (2X ~1)+...
parce que:

cosw=2X -1
et:
1-cosw _1-X
2

Pour a4 =1 on obtient:
P(X)= x2(3—2x +a,(1-X)?(2X —2)+...+ o, X "2 (1-X)" (2% —1))
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Soit:
mo(@)=a+pe O mg(-w)=a+pe'® 0 |mg(w)® = (a +[3e"“’Xa +[3e""): a?+p2 +a[3(e"° +e"“’)
Par identification on obtient:

Les solutions de ce systeme sont:

Donc:

mofu)= £

On aobtenu lefiltre associe alafonction d échelle correspondante a la base de Haar.

2. Soit:
_ 1+cosw
2

On obtient |e polyndéme:
P(X)=X[1+ay(1-X)2X -1)+a,1-X)?(2X ~D)+a,1-X)?(2X ~DX +...+ 0o, X "H1-X)" (2X ~1)+...
parce que:

cosw=2X -1
et:
1-cosw —1-X
2
Pour a4 =1 on obtient:
P(X)= x2(3—2x +a,(1-X)?(2X —2)+...+ o, X "2 (1-X)" (2% —1)) (3.2.1.1)

Pour a, =03 =..=a, =0 on obtient:
P(X)=x?2(3-2x)
Il sagit d'une ondelette a deux moments nuls. Cette ondelette mére est nommée

Daubechies 2 (DAU2).
Ona
|m0 _ E+cosoog 21+cosooH B].+COS(;JBZ 2 cosoo)
0o oo 2 O
ou:
Imo () = g+ coswp+ Coswgz—cosoo)
O 2 m 2
Soit:
|1m0(w]2 = l+0205w:|2m0(w]2 et |3m0(w]2 =2-Ccosw
Donc:
|m0(m]2 :|1m0(m]2|2m0(w]2|3m0(m]2
ou:
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Mo (@)=1Mo (@)2 Mo (©)s Mo ()
Nous pouvons choisir (comme on a procedé dans I’ exemple antérieur) :

-iw
1m0(w):2m0(w):1+z
Ainsi:
|3m0(co]2:3m0(w)3m0(—w):2—cosoo
Soit:
3Mo (w)=a +pe”'®
Alors:
3Mo(-w)= o +pe™@
et:
3m0(oo)3m0(— oo): a? +O(B(ei‘*’ +e’i‘*’)+ﬁ2 =2-Ccosw
Donc:
sz +p2=2
0 1
P73
Les solutions sont:
. :1+\/§ o 8:1—\/5
2 2
Donc:
0
D1+£/§, n=0
0
3m0(m)=1+\/§+1_\/§e_i°’ 3m [n]=%ﬂ n=1
2 2 2
a) ,enreste
0
0

On aobtenu ainsi: | |
mo(w) = H+e ™ Hi+e™ H:M\/E + 1-43 e_i“’E
H2 B2 B2 2 5

Mais:
Dl, n=0
1+e7® 1
1Mo, =DE,n=1
,enrest
=
Donc:
SF}’ n=0
Etpe‘i‘"Hz 2 on=1
. . e amo[me[=md damd § =2
E&, n=2
%O, enreste

On peut donc écrire:
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(h+4/3

g n=0

G343 _

T g n=1
mo() - molrl=imoldremd drsmd d =Hs.yz

F—, n=2

0 8

0-v3 4

0 g

HO, enreste

Donc le filtre a réponse impulssionnelle my[n] a 4 coefficients. D’ici vienne la

dénomination DAUA4, qui est auss utilisée (par exemple dans la boite a outils WavelLab
du logiciel Matlab).

Remarque

On peut continuer par récurrence. Pour obtenir dans la relation (3.2.1.1) comme facteur
commun est nécessaire que le terme libre (le terme de degré 0) du polyndme:

3-2X +a,(1-X)?(2x -1) soit nulle. Donc:
3-0a,=0
Pour a, =3 et a3 =0, =..=0 on obtient e polynéme:
P(x)=x2(3—2x +3(1-X)?(2x —1))

ou:
P(X)=x2[0-5% +6x2)
Donc:
|m0(m]2 _ E+cosmg§ro_151+cosw+6E11+cosm82E
0 2 Of 2 o 2 of
etc.

On peut obtenir ainsi toutes les filtres de Daubechies ou les filtres miroir en quadrature
presgue symétriques de Coifman.

3.2.2. Lareégularité des bases. L e probleme du produit infini pour
lesfiltresfinis

On sait que lafonction d échelle pour la base de Haar est:

LW sinB&)H
020

06) =10 (x) - dle)=e 2 —2

2
et que lefiltre numérique correspondent alaréponse en fréquence:
1+cosw
2

1+ il [OV]
mo(w):eT;|m0(w]2 =

On peut écrire:
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©1+e 2 _ G0 T Q (3221
j= w
2
ou:
L ltcos— gn2 Q@
1 2 _ 2 (3.2.2.2)
-
020
En utilisant larelation (3.2.2.1) on peut obtenir:
. W
o H = Q)Ebngg
[e 20 o ™om 2 (32.23)
jzlg 2 B 0w O
H H d 2

Mais si on utilise la fonction d échelle présentée dans |I’exemple 2 aors il faut
utiliser le produit infini:

thosj Becos @ el
B w 0 (D 2

[ee] [oe] J [oe]
HB D cos—== 13 2 E n%—COS—EZD—D %—COS—E
O O O O 2
Le probléme qui arrive est que le produit:

]°_°[ —COSE.E

j=1 2!
N’ est pas convergente pour toutes les valeurs de I'intervalle [-m, 1] . Par exemple le
produit est divergent pour w=m (c'est un produit de facteurs de magnitude
supérieure a 1). Donc sa contribution & la fonction d’ échelle n’est pas réguliére.
La convergence de ce produit doit étre considérée au sens des distributions.
Jusgu’a présent nous n’avons pas considéré que le cas des bases orthonormeées
engendrées par la fonction ¢(x). On a auss les bases de Riesz duales engendrées

par lesfonctions g(x) et Q(x). Nous savons déja que:

_ 9w
@(w)-m
et que:
o o6y o) 22
Donc:
_ m{2w
|gm0(®1 -|¢ mo( ‘m
Mais.
‘mm(zfy) >0 (DJwOR
et:
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_ m(2T[)
g mo(”)-«p mo(ﬂ)m

On peut donc affirmer que les conditions pour ymg(w) sont équivalentes aux
conditions pour mo(w), qui ont été déja présentés. Nous avons déja parlé de la

convergence du produit infini:
o@)=mor" 5
=L

Dans le chapitre suivant on trouvera la signification dans 12(z) de cette chose.
Comme conclusion on peut affirmer que la construction d’une fonction d’ échelle
ou d'une ondelette meére reposent sur la connaissance des filtres & réponse en
fréquence mg(w) et m;(w). Pour déterminer les spectres de la fonction d’ échelle et
de I’ ondel ette mére correspondante on peut utiliser les relations:

8(e)= nmgzﬁg

_ « (%)
b(w)=m 90 mlgﬂzgjzmo%g
En faisant la transformée de Fourier inverse on obtient les expressions de la fonction
d’ échelle et de I’ ondel ette mére. Maheureusement le calcul de ces produits est difficile.
Donc est trés difficile d obtenir les expressions analytiques des fonctions ¢(t) et (t).
En revanche, on peut calculer facilement la transformée en ondelettes discrete d’'un
signal (en utilisant le systéme présenté a la figure 3.1.1.) parce que les expressions des
réponses en fréquence mg(w) et m,(w)sont trés bien connues (pour chaque couple

fonction d’ échelle ondel ette mere).



4. Ladécomposition del’ espace 12(2)

Le produit scalaire sur 1%(z) est défini par :

W)= 5 uvd = s 4l

n=—oo n=-—oo
pour des suites réels.
Soit hlk] laréponse impulssionnelle d’un filtre numérique et:

mo(w)= § hlk] e = §m0[k] e

k=—co k=—00
son réponse en fréquence.
On considére que lefiltre ala propriété:

Mo () +|mo (w+ 1) =1
Par isométrie de Fourier on peut écrire aussi:

[oe] (oe] 2 Tt
m2k=BiH mglw doo=BiB Mo (wm§ (w)dw
k:Z_m K] DZHDIOJ o(®) ond), o(@g(w)d

On note par t,m, I'action de I opérateur de retard avec 2k sur la suite my ={mo[n} -, .
Par exemple pour k =10n obtient t,m, qui représente la suite obtenu de la suite my en

retardant chague élément avec 2 unités. Un exemple pour I’action de |’ opérateur 1, est
présenté dans lafigure 4.1.

0 Mp1 Mg 2 0
Mo Mo ’ "~ Mo3
| | | | | | '
[ [ | | | | 4
-1 0 1 2 3 4 n
0 0 m0’1 m03
ToMp 0 Moo M2 Mo.4

v

Figure 4.1. Un exemple d’action de |’ opérateur T, .

Danscecason a
<m0,t2m0> =MgoMgg +Mg3Mgy

Pour k =-10n obtient t_,my Un exemple d’action de cet opérateur est présenté dans la
figure 4.2. On obtient:
(Mg, T_2Mg) =mg Mg o + Mg 3Mg1
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Mg Mo,0 Mo,3
| | | | | | »
| | | | | | d
1 O 1 2 3 4 n
0 Mo m0'3 0
n

v

t-2Mo Moo  Mo2 0 0
|
3 2-1 0 1 2 3 4
Figure 4.2. Un exemple de I’ utilisation de opérateur 1_5 .
On calcule maintenant lafonction d autocorrelation de lafamille des suites {r 2 \EmO}sz :

Rpmg [p] = ki mo[n—2|<]m({n—2k+r} n_ZI:(ZZI 2|§ m([ 2] mJ) 2l +]) =

= Iimo[llmo[l +q +| f (-2) mo[llm[1 +d = Rmg[l] [p] + R (4 m[] [pl

=—00

Mais:
Rmoll] [p] - |m0(oo]2
et:
()'moll - 3 (1 molle™ = 3 e Mmg[] €™ =mo(w+m)

|=—00 |=—c0
Donc:

Re,,m, o] - |m0(oo]2 +mg (w+ T[]2 =1 (4.1)
Soit I’ espace vectoriel:

V= ev.{\/Er 2K mO}sz n IZ(Z) 4.2

Soit lefiltre avec la réponse en fréguence:
my ()= e “mgl(eo+ ) «» {my[n} o, =my

Soit I’ espace vectoriel engendré par I’ ensemble {r oK \/Eml}kuz :

W = ev.{r oK \/Eml}kmz n12(2) (4.3)
On observe que:
|m1(co]2 +|my (w+ n]z =1
Donc:
4.4
Rt2kﬁml[p] ol (44)
Mais:
Rylam 1= Tmln-2cedmin-2d =1 §p 0 R, Bl=dd 49
et
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k2 =k1+r [

<T 2k, M, T2k, m> = nzz_:)n[n —2kgJmn-2k,| = 2 Mn-2k,Mn-2k-2r =Ry om [-2r]

Nn=—co0
En utilisant larelation (4.5) on peut écrire que:
L, k;=ko, O
<T2k1m1T2k2m>:g), kiikzz 525[k1‘k2]

Donc lafamille {tyn},, est orthonormée. On adémontré ainsi que les ensembles;
{rZK \/Emo} iz € {r2k \/Em]}kmz sont orthonormeés. Donc ce sont des bases orthonormees
des espaces vV_jet W_;. On calcule maintenant |’ intercorrelation des suites {r ok \/Emo} Kz

et {T 2k \/im]} kOZ*
n-2k=2l

Ry oot am F1=2 3 man-2cedmdn-20 =72 5 mfarepmf § -

|=—00

=—00

= Smoliesimfi+ 5 €3 moll+olml

Mais:
|:§ moll +plmy[] = Rmo[i]md1] [o] < mo(wm; (w)
et:
30 mofl+lml] -« mo(eo+ mhmi
Donc:
Re, fim e fom - MolIME(G) Moot il )
Mais:

mo (mf oo+ 7+ mo e+ oo+ 1) = mo (6 € mo o+ 1)+ mo (w+ m) ! (w+ )=

= mg (w)e'®mg (w+1)-mg (w)e'mg (w+m)=0 ([O)wOR
Donc:
R, Jomg ty/zm, =0
On a démontré ainsi que les ensembles {r ok \/Emo} oz {r ok \/Eml} oz Sont orthogonales.
Donc les espaces V_; et W_; sont orthogonalix et on peut écrire:
12(z)=v4O0W_
Soit Ug ={ug[n}, -, un éément du 1%(z). On calcule la projection du U, sur I’espace v_y,

U ={uafn} ey

% <U0[”] T2k \Emo[n]>T 2k \/Emo[n]

=—00

u_y[n] =
k
Les coefficients de la projection sont : <u0[n], Tok ﬁm0>

Soit deux ééments de I’espace 12(z) u, €t v,_y . Leur produit scalaire peut s exprimer
danslaforme:

(Un, VoK) = U[”] D\{l’ﬂ n=2k
vn] =[-n]

ou:
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Démonstration

(Unvoa)= 3 uMn-29= 3 d¥2k-3 b2k cb ok =lh diln |-z (caf.0)

n=—co n=-—co
Le systéme de projection des signaux de 1%(z) sur I’ espace v_; est présenté dans lafigure
4.3. Le signa up[n] peut ére développé aussi dans la base {gn}|,, de 1%(z). Ses
coefficients sont dans ce cas {ug[n}| .z - Donc al’ entrée du systéme de lafigure 4.3. on a
les coefficients de la décomposition du signal ug[n| dans la base {5[n}|-; €t & sa sortie
les coefficients de la décomposition de sa projection, le signad u[n|, dans la base

{Tzk \Emo}| koz du V. vl

uo[n] —_— ZmE((o) 12 Ck :<u_l[n],T2k\/§m0>

Figure 4.3. Le systéme de projection sur I’espace V_;.

Latransformée de Fourier atemps discret du signal ug[n] est :
—inw

Uolw)= S uolle

n==co
Donc:
v[n] - 2U(e)mp(w) =V (w)
Cp o ES/BLL’BWHL’H%:UOBQHnEB@@UOH@mHnEH@mH:U_l(oo) (4.6)
20020 02 020 020 02 0O 02 O
On peut caculer de la méme maniére la projection du U, sur I'espace W_j,
D_y ={dg[n}

D= % <u0[n],12k\/§m1[n]>t2k\/§m1 (4.7)

k=—00

Les coefficients e, :<u0[n],T2k \/Eml[n]> peuvent étre obtenus & I’aide des coefficients

{uo[n} -, en utilisant le systéme présenté alafigure 4.4.

v

ug[n] ———— 2mp(w) 12 ek :<Uo[”]7T2k\/Em1[”]>

Figure 4.4. Le systéme de projection du signal ug [n] sur |"espace W_; .
Larelation fréquentielle correspondante est:

- =m{ 7 4.8
e - D_41(Q) ml%@%%ml%+n@§%+ﬂé (4.8)
Donc lesignal ug[n] peut étre décomposé dans la somme:

uon] =u_qfr] +d_{1
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et les coefficients des développements des trois signaux dans les bases
{aln} oz » {rzk \/Emo} oz € {Tzk \/Eml} oz Sont liés par le systéme présenté dans la figure
4.5.

uo[n] 2mB(w) Lo — dd

2m(w) 12 elk]

Figure 4.5. Systéme de décomposition du signal ug [n] dans ses composantes dans les espaces V_; et
W_,.

Parce qu'il s agit d'un codage en sous-bandes on peut obtenir une reconstruction parfaite
en utilisant le systéme présenté dans lafigure 4.6.

" g L
b[k] j—)‘ Uo[n]
k] t2 my(w) |

Figure 4.6. Le schéma de reconstruction du signal uo[n] .

En effet en utilisant (4.6) et (4.8) on obtient:
alk] - mg(@)u(w)+ molew+mu(w+)
blk] - m{e)u(ew)+mr(w+mu(w+m)
Donc, alasortie du systeme on a:
mo (@l ()0 )+ mbe+ e ]+ my (nEe)u () + mie+ U+ )=
= [mo ()2 U(e)+ (o (e my (mEleo+ U o+ 7+ () > U )
On adémontré dgja que:
mo (@)mg/(eo+ 1)+ my (@my{ew+m)=0
Donc latransformée de Fourier du signal ala sortie du systéme est égale a:

Fimo 6+ oo+ ) )= U(e)

Lareconstruction parfaite est donc réalisée. On peut écrire:

VO = V—l O W—l
Nous n’avons pas que d’itterer pour montrer que:
Vo=1%(2)=V40W_ =V_,O0W_,O0W_=..=V_;jOW_;0..0W_

On aobtenu ainsi 1a décomposition orthogonale de I’ espace 12(z).
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5. Laconstruction delafonction d’ échelleal’aide du produit
infini

Nous voulons construire lafonction d’ échelle ¢(x) en utilisant laformule:

3(e)= jljmo%% (5.1

ou my(w) est une fonction tel que:
|m0(°"12 +|mo(00+”]2 =1, my(0)=1 my®(n)=0, k=0,N

Est-ce que |’ ensemble {¢(x -k}, obtenu ainsi est une base orthonormée ?
Est-ce que lafonction ¢(x) est-elle réguliere ?

Ce sont les questions dont la réponse est donnée dans ce chapitre.
Prenons I’ exemple du filtre DAU2. Alors:

mo(w):Fﬂ"e_inTP?*be'mE
H 2 Hf a+b ¢

On peut vérifier facilement que:
mo(0)=1 mo (m)=mo()=0

On peut écrire aussi:

—2iw 3w (5.2

Mo (@)= Mg + Mpe™® + mgpe ™ + mgge™

Les facteurs du produit de la relation (5.1) sont mO%E. Il faut trouver la signification

desfonctions mO%E' Pour w - % larelation (5.2) devienne:

B molde 2 53
Mo = 3 molke (5.3)
Cette fonction est périodique de période 4m. On peut donc dire que le support de sa
restriction a sa période principale est I'intervalle [-2m2 . Pour - -2 larelation (5.2)

2l
devienne:
]
moff2 5 molide” &4
'0 k=0

Le support de la restriction de cette fonction a sa période principale est I'intervalle
|-2im 2in.

On quitte maintenant |I'’exemple du filtre DAU2 pour établir quelques résultats plus
générales.

Soit lafonction:

p(0) = Mo (N rrg («0)
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La fonction p() est la transformée de Fourier d'une fonction f(x)OL?(R).
L’ échantillonnage a pas unitaire de cette fonction donne la suite des échantillons mg|k].

Donc:
mo[k] = (k)
En utilisant le théoreme W.K.S. on peut écrire:

f(x)= _Z mo[k] T[( )
Soit lafonction:
w)= mog(g@l[—zn 2 (w)
Lafonction p,(¢) est latransformée de Fourier de lafonction:

fl(x)z 2f(2x)

L’ échantillonnage avec le pas % de cette fonction donne les échantillons:

of Ez%@: 2f (k) = 2mg K]

On peut donc écrire:

k= 2rtk - 2k
0O 20
Remarques
A. Si:
f(x)DVOD
aors:
f1()ovy

(voir ladéfinition de I’ analyse multirésol ution).
B. On peut itterer la procédure présentée.

Soit:
=mg %%1[21 m2i1] ()

Lafonction p;(¢) est latransformée de Fourier de lafonction:
fj(x):zjf(zjx)
L’ échantillonnage avec le pas ij de cette fonction donne les échantillons:
2
ziszi LJE: 2)¢ (k)= 2'mo]K]
2

On peut donc écrire:
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Donc:

C. Laremarque B donne la signification de lafonction mOE;El[ zknz, )

D. v§'est I'espace des fonctions a bande bornée { ‘f =0, > n}. On calcule maintenant
le produit scalaire:

(F(x).f(x-K)) B—@f ) et (g B—H”f 1 e'ede =

@+ 2
‘B—H ‘ (X e'€qs
DZ”E]—— % (21=1)1t
Apres |le changement de variable:
E-2m- &
on obtient:
102 © ik mHe ke 1 [
(F().F(x—K)) = @Q—ngzm_{n‘fz 2|n)1 ek gt = B_QETH:ZJ z+2|n)1 e dEE
ou:

(f(x).f (x—k)) B—%{nlzlpm+2ln ek = B—%ﬂm 'kwdw (5.5)

On calcule maintenant le produit scalaire:

<f1(x),fl(x—k)>:Bi@f](z),e”‘if B—@p ) e%F, (€
) =BT mofE] e

2n

En utilisant le changement de variable:

L
2
on peut écrire:
2
_ - 1 n ik2v _
(sl = By 2 mofb) o=
DTT 2 fl 2 , S
—B—EED G20y 4 - 2k g, 4 ¢ i2ku 4,0
2 D”m ) vr _fn| mo(v) e TIJ"‘O("] e US
: 2 2 0
Mais:
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2 i 2 2

=

1L
2 _ B 5 |
fImo(v) e.kzvduf**;m”mo (o-m) €*2 w—n)dw:I|m0(w+nX k204,
n |
et:
s 2 —u—17 O 2
I|m0(V] e|2kvdv(*)—2 T[”mo(w_i_nx elk204.
n T
2 2
On obtient:
DTT o =
; 0 2
2 [Eik2v _ ik2u
<f1(X)f (x- k) Dj ﬁmo +|mo(v +Tq % dvg—n_jn dv = 8[2K]
R 5 2

Donc I"ensemble {f;(x —k}| > est orthonormé.

Remarque

A.

O

00 2 i
Parce que I’intégrale %H [ |\/§m0((o1 e'k2@q, représente la transformée de Fourier &
T,

temps discréte de I'autocorrelation de la suite {r ok ﬁmo} «wz € parce que cette
autocorrelation est égale a §[2k] on peut affirmer qu'il s agit d’ un ensemble de suites
orthonorme.

On peut montrer aussi que I’ensemble {f;(x -k}, est une base dans vy

On peut montrer aussi que |’ ensemble {T oK \/Emo} oz €st une base orthonormée.

En itterant on peut obtenir des résultats ressemblants pour les ensembles
{fs(x-k} €t les espaces V. Tenant compte de la correspondance entre les bases
{f(x-k} oz et {8ln-k} oz respectivement {f(x -k}, et {T 2k \/Emo} oz ON peut établir
la base correspondante ala base {f;(x -k}, -

On peut montrer aussi que la transformée de Fourier de la fonction f;(x) pour & =w

est égaed
I_I mo%%[zlmzl

Tenant compte de laremarque D on peut ecrire:

8lk] = (£ 5(x).f 5 (x k)

Mais;

(f3(x) 5 (x — k) B—@f ). f 5 oo)e"*)k> j;_{@j;nﬁj(wj ' ¥ dw

Tenant compte de laremarque E la derniére relation devienne:

2

2T[d:k]

2 .
Eﬁ% e ¥ deo

—ZJnj_l

Par |e changement de variable v =27« on obtient:
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2ndk] = I|-||m0(2JJ ] 1 ()2 20 ay

ou:
2

2ndk] = 2J B|‘||m (2' ] @ﬂo(\)] e'2Vkgy
g

Par le changement de variable:
wWw=2v
on obtient:

2
orl] = 291 . B]H|m0 ol %‘[Tﬁﬂ] e S
—211%
M2

2
| H|m (2| =l ] o 270k g
-mtl=0
Donc le produit considéré est borné. Mais:

w)-fn(w)@@%@

On peut montrer qu'’il existe un voisinage de O tel que [§(w) Soit strictement positif sur ce
voisinage. Donc il existe une constante C’ tel que:

0<C<[p(w)* pour - wsm
Si wi|-27m 27n] dors on utiliselaformule:

@)=fal0lp 3

Si wO|-2"m 2" dors f,(w)=0. Donc:
oo <o
On adémontré ainsi que pour chague n et pour chaque w:

folo) <)

Donc la stite {f,,(w} ., est une stite de fonctlons de L?(R) qui sont bornées en norme.
Cette suite converge conformément au théoreme de convergence dominée de Lesbegue:

fal)-sc, - 0
o) 800

n-oo

Donc:

dans le sens des distributions tempérées.
On adémontré ainsi que |’ ensemble {o(x -k}, est une base orthonormée de Vo,
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6. Bases biorthogonales

Prenons de nouveau |’exemple du filtre DAU2. En utilisant la notation

1+cosw

X = on obtient:
DAUZ(X):XZ(S—ZX):W@Z(Z—cosw)

Mais;

Eu-+costZZH2+eiw+e_inZ:H]-"'einzHl"'e_inz

o2 o0fH 4 H Hz2HH 2 {
et:

o cost= - 04 gm0 _ 4—gl® _gTi®
2 2

Donc:

|m0((,o]2 = HH e gHH e @ gﬂél_eim el E
H2 HH 2 HA 2 0

Pour factoriser |mg(w)”on peut utiliser laformule;

|m0(m]2 = mo(w)mo(— ‘*))

Il faut déterminer les coefficients a et g tel que:

(cx+Be'i°)Xa+[3ei‘°)= 4—e|(.02_e_loo
On obtient:
sz +B2 =2
0 1
P73
avec les solutions:
O 1+\/§
e
_1-43
P
Donc:
4_eiw_e_iw:HL+\/§+1_\/§e‘inHL+\/§+1_\/§ei“’H FH\/_BZ 1= \/5
2 H 2 2 H 2 2 HH 2 TN
ou:
4—ei‘*’—e_i“’ 2+\/_% 4- 2\/_ —|w% el
En fin:

et el 2B ek h - v3ke)

2
Donc on obtient le filtre causal:
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MBZ(I \/_)e"‘*’i,/zh/_ 6.1)

En général, le codage en sousrband&e est réalisé par le systéme présenté dans la figure
6.1.

hy 12 t2 ks

uln] | uln]

hz 12 12 k2

Figure 6.1. Le schéma d' un systéme de codage en sous-bandes, et de décodage.

Les conditions pour les filtres avec les réponses en fréguence hy (w), ky(w), hy (w)et k, (w)
sont:

ky(w)=haw+ T ka(w)=hy(w+ ) hy(wha(@+m+hy(wh(@rm=2  (©6.2)
Soit:

> Pa(wha (w+ )= Plw)
Laderniere condition (6.2) devienne:
P(oo) + P((o+ T[) =1
On peut considérer que P(w) est le polyndme qui engendre le filtre DAU2. Alors:
p(w) _ Hl+ eiw Hﬂl—e_iw HH]'+ eiw Hﬂl—e_iw HH“_eiw _e—iw E
H2H 2 H2Hz2HHH 2 F

Considérons que:
1 -y 1+e® 1470
_Zhl(m)_ > >
et que:
1 ( ) HHGMHHL |:H:|4 w_e—in
f H2 H2H 2 F
ou:
_ iw —iw+2
hl(m):\/z%
et:
-2
iy =/ ~SH2E T 2ET A6
dou:
e 20 _ 2T _ 2610 1 5_g
(©)=+2 -
Donc:
2 V2 28
le ];1:T,h]o27,h%:T%
et:
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hf=-2=hf=-

V2 o _ W2 E
H, = E =—— h%; =——,h§ =

2 57 2 8 1 20 E

L’ avantage de cette type de factorisation en comparaison avec la factorisation qui conduit

alarelation (6.1) est qu’on obtient des filtres symétriques (les calculs sont plus faciles, il

faut charger la mémoire seulement avec une moitié des coefficients) mais on perde la

propriété d’ orthogonalité. Dans ce cas le systeme de la figure 6.1. devienne celui-ci de la
figure 6.2.

V2mg(w) 12 12 V2mg(w) |
u[i|: ’ ?Ar o]
V2m, () 12 e r2 V2m ()

Figure 6.2. Le systeme de codage en sous-bandes et de décodage inspiré par les derniéres relations.

4>|§|

2
8

Nlw

Laréponse en fréquence m, (w) est définie comme suite:
my ()= e™(o(w+ 1) = e™ g (w+ )
et:
My () = e™(mo w0+ 1) = e™mg(w+ )
Si les fonctions m (&) etmy(E) sont les transformées de Fourier des fonctions a(x) et a(x)
aors:
(o) ) =l
On peut maintenant parler des plusieurs espaces. A |’espace Vv, engendré par la base
orthonormée {o(x -k}, correspondent les espaces v, et W, engendrés par les bases
orthonormées {§(x -k}, € {w(x-k},z.- De plus I'espace w, a auss comme
correspondent I’espace W, engendré par la base orthonormée {Gi(x -k}, . Les bases
{o(x -k} o7 €t {#(x -k}, sont biorthogonales:
(00 k) 3c-1) = k- 1
Lesbases {w(x -k}, €t {§(x-k} > sont biorthogonales aussi:
(0l -k} e 1) =k -1
Laprojection sur Vv, paralléement a v, d une fonction f de L?(R) est:

folx)= S (F (), §(x~K)o(x—K)

k=—00

parce que:

(Fol)B(x-1))= <k§<f (%), F(x ~K))o(x ~K), §(x _|)> -

=—00

= 3 (F(x). B - k) — k). Bx —1)) = (F (x). Blx -1)

Laprojection sur V, parall@ement & v, d unefonction f qui est en L?(R)est:
folx)= 3 ((x). o0~ K))Blx - k)

k=—00
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On peut écrire des relations pareilles pour les projections sur W, et W,. Pour obtenir les

fonctions génératrices pour ces bases on peut utiliser les réponses en fréquence des filtres
mo () , Mo(w) , my(w) et M, (w). Lesrelations sont:

IAE Jﬁlmo%@ 5o)= Jﬁlmo@%@ B(200) = my (o) et (26 = iy ()

On obtient auss les relations:
(o0 ~1), (x~k)) =

(x 0
(x-1).BIx-k)) =0, (D)0

<$(x -1), lTJ(Zj X —k)> =0, (D)j=z0

—
<
= &

x

=

On obtient une analyse pareille al’ analyse multirésolution traditionnelle.
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7. Dérivation et intégration dans les analyses multir ésolution

Parce que:
hd w
o) - 6= mo
et:
0" (x) - -ieoh(w)
on peut écrire:

>

3'(x) - -ic[] mo% ()

=1
Mais laforme générale de laréponse en fréquence mq(w) est

)ﬂ“TegP(w)

]
Donc:
d Ehelz%) EP W
)= o] 5 p%% 1)
=0 0
0 0
On peut montrer que:
LW .
. E1+e'zi EP _ Eﬂf@%’é@ (7.2)
L
i B Hzf
C'est alacause que pour N =1 on obtient pour la partie réguliére de my(w) |’ expression
. W
sSin—

wz (voir I'exemple de la fonction d’ échelle qui conduit & la base de Haar) et que pour

2
Han O
N=2 on obtient pour la partie réguliére de mq(w) I’ expression EITZB (voir I'exemple
2 0

des fonctions constantes par morceaux). En utilisant la formule (7.1) la derniere relation
devienne:

AN Es’ngg\‘ © Mo EsnwEP_l
((I)')(w):(—iw)E'TZB _|ij JE 2|sm2%|TZB |‘| E:
32 8" 32 0



On peut observer que:

AN

o)w)= @e? o2 éﬁlg“zlz’ 0 P@ﬁ% (73)

0 0
U U

VAN
Donc (¢)(w) alaforme de latransformée de Fourier d’une fonction d’ échelle. Soit:

qoief
e ? P%E:%(w)

2

o=

OO
OO

On peut écrire:
$1(209) = Moy k(o)
ou:

mm(m)ﬁ%“"g_ Ao

N\ _H—iiz"_ii;
(¢)(w)—@e e ? @ (w)

Donc on a obtenu, en dérivant, une nouvelle analyse multirésol ution.
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8. Paquetsd’ondelettes

On présente dans la suite une nouvelle notion, celle de paquets de fonctions.
y adeux catégories de telles paguets : les pagquets d’ ondel ettes et |es paquets en
cosinus (ou les paquets d’ ondel ettes de Malvar).

8.1. Lesondelettesde M alvar

Une décomposition de type Malvar, du signa x(t), sur I'intervale [o,T],
associée ala partition [O,T]:EIK est:

X(1) = > Cm,k Wm, k(1)
m, k
ou:
Ik =[x, axs]

llJm,k(T):Wm(T) gm,k(T) (811)

Donc les ondelettes de type Malvar sont définies comme produits entre les
fenétres w, (t)et les atomes g, (1)

V2 n 1
Om k(r):—cos—HH—E(T—am) (8.1.2)
’ diml [0 20

Les fenétres sont définies comme suite:

(0. 10a 1 a, +1]
U
wo(t) =01 , 1t0[ay+7 apr 7] (8.1.3)
U
Ebmﬂ(z am+l _T) ’ T D [a1n+l_ r, a1n+l + I"]

ou:

bt = s EH  On(t-a,)
n = sin sin
F 0O %

miy
I (8.1.4)
s

7
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Quelques exemples d’ ondelettes de type Malvar sont présentés dans la figure
suivante. On a utilisé différentes types de fenétres, |I’ondelette a été placée en
différentes positions, I’ atome a eu différentes fréquences fondamental es.

a) b)
0.1 0.1
0.05 ] 0.05
0 0
-0.05 ] -0.05
-0.1 -0.1
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
c) d)
0.1 0.1
0.05 ] 0.05
0 0
-0.05 ] -0.05
-0.1 -0.1
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

Figure 8.1. Quelques ondel ettes de type Malvar a) on a utilisé une fenétre presque
d’un sinus; b) la méme ondel ette avancée en temps; ¢) une fenétre plus rectangulaire;
d) un atome de fréquence plus basse.

Les images présentées dans la figure 8.1. ont été obtenues en utilisant le
programme suivant (Wavel ab/Matlab):

x=MakeCosinePacket (2,2,8,'Sine,2,1024);  (lafabrication del’ondelettedela

figure a))
subplot(221); (lareprésentation graphique)
plot(x);
title('a))
y=MakeCosinePacket (2,1,8,'Sine',2,1024); (lafabrication del’ ondelette dela
subplot(222); figure b))
plot(y); (sareprésentation graphique)
title('b)’);
z=MakeCosinePacket (2,2,8,'Sine',4,1024); (lafabrication del’ondelette dela

figurec))
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subplot(223);

plot(2);

title('c)"; (sareprésentation graphique)

u=MakeCosinePacket (2,2,4,'Sine,2,1024); (lafabrication del’ ondelette de
lafigured))

subplot(224); (sareprésentation graphique)

plot(u);

title('d)’);

Soit Uy une suite d'opérateurs définis sur L2[a, -r,a,+r], qui
transforment le signal x(r) dansla suite de fonctions:

b, (T) X(7) + bm(2am —r)x(Zam —r) LT D(am,am + r]

v m{X(T)} i B)m(2 am T)X(T) ~b(1) X(Z am _T) , T [am - am] (649
On peut écrire:
Unfx(®} =5 dnc #mi(©) (8.1.6)
ou:
Omk (M =X1, () Im,k () (8.1.7)

On a noté par x; (1) la fonction caractéristique de I'intervalle In. Un{x(t}
représente le segment du signal x(t) correspondent al’intervalle I, L’intervalle [0, T]
est partagé comme suite:

19 =0, T]

1L =[0,T/2; 11=[1/21]

1=[o,7/4]; 1¥=[114T/3

11t =[1/72,31/4]; 132 =[31/4,7] (8.1.8)

On considére les ondel ettes de type Malvar (obtenues en utilisant larelation (8.1.1) et
la partition (8.1.8)). On peut réunir ces fonctions dans un paguet en cosinus.

8.2. Lespaquetsd’ondelettes
Une généralisation immédiate mais tres utile de la notion d’ ondel ette ou

de la notion d’analyse multirésolution est donnée par la notion de paguets
d’ ondelettes. Pour introduire cette notion est utile de faire |a notation suivante:
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me ()= mg () mi®(w), e=01

L’'observation la plus importante qui se trouve a la base de I’ édifice des paguets
d’ ondelettes est I' artifice de partage.
On suppose que I’ensemble de fonctions {f(t-k},;, est une base de Riesz de

I’ espace de Hilbert S. Alorslesfonctions:

1

ff(r)=%f°%—k@ e fim= fl%—kgl KOZ (8.2.1)

N

ou:

Fe(w)=m, ng

: 2@ (8.2.2)

O

constituent une nouvelle base de Riesz de I’ espace S:

e @ oz

Une analyse multirésolution classique est obtenue par le partage des espaces V, en
utilisant |’ artifice décrit plus haut. On obtient les espaces V.1 et Wy, .1 . On peut
continuer dans la méme maniere pour I’ espace V. 1.

Les paguets d' ondelettes sont les fonctions éléments des bases de Riesz
obtenues quand on utilise I'artifice de partage pour les espaces W, aussi.
Commencant par I’ espace V., ,0n obtient, apres I’ application de L fois de I’ algorithme
de partage, les fonctions:

que_l,...eL;m,k ()=2 2 w;,mq (Zm'Lr—k) (8.2.3)

(éléments des certaines bases de Riesz).
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o 0 Wy +
Mg _/ \““1 Mo _/ \_‘“1
Yy + W * o
VAU VAN VAT VAN
V.-; “?0 =+ =+ o o

Figure8.2.1. Schéma pour la génération des paquets d’ ondel ettes.
avec:
L

Wg, o @)= [[ mg (2" w)éli (Z‘L w) (8.2.4)

Ainsi, apres L itérations de I’agorithme de partage on obtient 25 fonctions

génératrices et leurs trandatées, par des entiers multiples de 2L7m  comme
éléments de la base de Riesz de I’ espace V. Laliaison entre les paguets d’ ondel ettes
et les fonctions d’ échelle respectivement les fonctions ondel ettes correspondantes est:

En fait, il n’est pas nécessaire de partager chaque sous-espace pour chaque valeur du
m. A la figure 8.2.1. est présentée une modalité de partage de I’espace V3 qui
corresponde a un schéma de génération des paquets d’ ondelettes. On a noté par * les
espaces €léments d’ une analyse multirésolution:

VvV, =V, UWO W W,

On a note par ° les espaces qui peuvent participer a la construction d’ un paquet
d’ ondelettes. La base de Riesz de I’ espace V,, qui corresponde au paguet d’ ondel ettes
considéré dans cet exemple est :

{LIJ%)(A'T - k), '~|J12,1(2t - k), l“]?: o, o(T - k), Wy, o,l(T - k)}sz .
Un autre paquet d’ ondel ettes peut étre construit si on utilise les fonctions marquées

avec + dans la figure 8.2.1. La base de Riesz de I’ espace V3 correspondante pour ce
nouveau paguet d ondel ettes est:

(ke —k), w2 r—K), 02 1o (1K), 02 11 (1K)} )
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Pour les fonctions duales il faut appliquer une procédure similaire. Les transformées
en ondel ettes directe et inverse, correspondantes au paguet d ondel ettes présenté dans
le premier exemple peuvent étre vues danslafigure 8.2.2.

® @

mp + 2
afn] p[n]
; @ my —+ 2 1
my +2 My + 21— Pl[ﬂ]
dn—| ™0 +2

Transformée directe 3
a[n]
1 —_
b
p[n] —
— 2 m
_|_
+ — a[n]
2 my 3
paE
0
U ,
p[n] _ Transformee
i— M = :
1 nverse

Figure 8.2.2. Lestransformées en ondelettes discrétes directe et inverse correspondantes au
premier exemple.

L’avantage principal des paquets d’ ondelettes est que nous avons une liberté
plus grande pour le choix de |a base de décomposition du signal atraiter.

Il 'y a des critéres pour choisir la base en accord avec le signa a traiter.
M. Wikerhauser a propose un tel critere appelé“le choix de lameilleure base’.
Un exemple d’ utilisation de ce critére est présenté dans la suite. Cet exemple
est basé sur I’ utilisation du programme suivant (Wavel ab/Matlab):
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x=makesignal ('Bumps,512);
subplot(211);

plot(x);

title('signal atraiter’);

D=4

gmf=makeonfilter('Daubechies,8);
wp=wpanalysis(x,D,gmif);

stree=cal cstattree(wp, Entropy'");
[btree,vtree]=bestbasis(stree,D);
pkt=packbasi scoeff(btree,'wavelet',x);
subplot(212);

plotpackettable(wp);

title("analyse en paguets);

(lafabrication du signal atraiter)
(sareprésentation graphique)

(on fixe le nombr e de niveaux de
décomposition)
(I'analyse en paquets d’ ondelettes)

(lechoix dela meilleure base)

(lareprésentation graphique du
résultat del’analyse)

Les résultats obtenus par I’ utilisation du programme présenté plus haut sont

présentés dans la figure suivante.

signal a traiter

6 T
4+ 4
2 4
O L L L L L

(6] 100 200 300 400 500 600

analyse en paquets

1 T T T T
ob— b b Y A N S
T S N 1 Y AT _
olwd Loy w1
_3 L ]L| Ll | — ‘| - : | I | | | |
-4 ﬂh\h:u}w: L | AL_ ‘
_5 L L L L L L L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure 8.2.3. Exemple d’analyse en paquets d' ondel ettes du signal Bumps.
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8.2.1. Lechoix dela mellleure base

Soit /A un ensemble de bases de |’ espace Hilbert séparable X. On présente
guelques propriétés utiles de I’ ensemble £:

- Le calcul rapide des produits scalaires avec les é éments des bases de £,
- Une bonne localisation en temps des é éments des bases de 5,
- Une bonne localisation en fréquence des éléments des bases de £~
- Indépendance, tel qu’il N’y a pas beaucoup des éléments dans une base similaires
aune certaine morceau du signal a analyser.

Pour choisir la meilleure base il est nécessaire d' apprécier en quelle mesure
chague base de £ ales propriétés énoncés plus haut. Avant de définir une représentation
optimale il est nécessaire d'apprécier le colt denregistrement d'une certaine
représentation. Nous appellerons ce colt, colt d'information. On peut associer a une
séquence u[k] , une fonctionnelle de colit par:

M (u) = 2uqu[k]|) n()=o0 (8.21.1)
kGz

ou u est une fonction réelle définie sur [0, »).
Pour chague élément x [0 X on définie:

ulk] = <bk : x>
ou by est le k-ieme élément de labase B de 4.
Le colt d'information de la représentation du x dans la base B este M (<bk, x>)
On adéfinit ainsi lafonctionnelle My sur 4

My B~ R, B M(bx) (8.2.1.2)
et on aobtenu le colt d’'information M de x dans la base B. Lameilleure base en £ pour
le signal x, par rapport au colt d' information M, est la base B pour laquelle M (<bk, x>)

a une valeur minime. On présente dans la suite quelques fonctionnelles de colt
d information.
Exemple 1. Le nombre d échantillons supérieurs a un certain seuil.

On fixe un seuil € et on compte les éléments de la séquence u[n] dont la valeur dépasse
le seuil.

_Hw|, wlze
u(W)—g)N’ wl<e

Cette fonctionnelle est appel ée en anglais “ soft thresholding’”.

Exemple 2. Laconcentration dans|’espace|?,0<p< 2.
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u(w) =w |”

M) =[ulf

Exemple 3. L’ entropie.

L’ entropie de la séquence u[n] est définie par:

E k) lo 8.2.1.3
(U= ZP() 0g—— (k) ( )
ou:
3 PR S
p(k) = plog==0 S p=0 (8.2.1.4)
Julk]?” P
Lafonctionnédlle:
I(u) = z|u[k]| log—=— (8.2.1.5)

I[]I

est une fonctionnelle de co(t d'information .

Exemple 4. Lelogarithme de |’ énergie.
N
M(u)= Y log |u[k]|2
k=1

L’ensemble 4 peut étre appelé “bibliothéque” de bases. Si 1a bibliothégque est un arbre de
“hauteur” finie L (il y a L niveaux de décomposition), alors la meilleure base pour un
signal x peut étre déterminée par le calcul du colt d’information dans chaque “nceud” de
|’ arbre et par |a comparaison du noaud “enfant” avec le “noaud” parent, de bas en haut.
Ainsi chague ncaud est examiné deux fois, la premiere fois étant considéré comme noaud
enfant et la deuxiéme fois comme noaud parent. Cet algorithme de recherche est
exemplifié dans les figures suivantes. Dans la figure 8.2.1.1. ont été placés des nombres a
I”intérieur des noauds de |I’arbre pour spécifier les colts d’information. On marque par
astérisque tous les noauds appartenant au niveau bas. Leur colt d’ information est égal a
28. On essaye la réduction de cette valeur. Chaque fois qu’un noaud parent a un colt
d information de valeur inférieure au codt total d'information de ses noauds enfants cet
noaud parent est marqué par un astérisque. Si le nceud parent a un codt d information
supérieur a celui de ses noauds enfant alors celui-ci n’est pas marqué par un astérisgue.
On lui donne le codt total d’information de ses ncauds enfant. Dans la figure 8.2.1.2. ces
colts d’information transférés sont présentés entre parenthéses. Le résultat de la
recherche de la meilleure base est présenté dans la figure 8.2.1.2. On constate qu’on a eu
une réduction du colt d’information de lavaleur 52 alavaleur 30.
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AN ZANCD
11 12 13 14

AN

* ‘

o )/ o /)N g N ) N\

Figure 8.2.1.2. Lerésultat de I’ algorithme de recherche de la meilleure base.
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On peut exemplifier les derniéres choses présentées al’ aide du programme suivant
(WaveLab/Matlab):

x=makesignal (‘Bumps,512); (lafabrication du signal atraiter)
subplot(221); (sareprésentation graphique)

plot(x);

title('signal atraiter’);

[n,D]=dyadlength(x); (I"analyse en paquets d’ ondelettes de type

gmf=makeonfilter('Daubechies,8); DAUA4)
wp=wpanaysis(x,D,qgmf);
stree=cal cstattree(wp, Entropy’); (la construction del’arbre de bases)

[ btree,vtree] =bestbasi s(stree,D); (lechoix dela meilleure base en utilisant la
fonctionnelle d’ entropie)
subplot(222); (lareprésentation graphiquedel’arbrede

plotbasistree(btree,D,stree,'Bumps); la meilleure base)
title("arbre meilleure base);
pkt=packbasi scoeff(btree,'wavelet',x); (la représentation graphique del’analyse

subplot(223); en paquets d’ ondelettes en utilisant lameilleure
plotpackettable(wp); base)

title("analyse en paquets);

subplot(224);

imagephaseplane('WP btree,wp, Bumps,64,qmf); (lareprésentation du signal

title(’'le plan des phases, Bumps);  “Bumps’ dansle plan temps-fréquence)

L es résultats obtenus en utilisant ce programme sont présentés dans la figure suivant.

signal a traiter arbre meilleure base
6 (o]

-0.2 ¢
4

0.4l

W1y )3

(6] 200 400 600 (0] 0.5 1

analyse en paquets le plan des phases, Bumps

Frequency

6 I L R E T G,
-8 S ———— 0.2t | I
-10 0 1

0 0.5 1 (0] 0.5 1
Time

Figure 8.2.1.3. L’ analyse temps-fréquence du signal “Bumps’ effectuée al’ aide de lameilleure base choisie
d’un paguet d’ ondel ettes de type DAUA4, en utilisant la fonctionnelle d’ entropie. On peut voir I'arbre de
cette meilleure base et I' analyse multirésolution correspondante.
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9. L’algorithmede Mallat pour lessignaux d’'image

La représentation orthogonale basée sur ondelettes peut étre généraliser pour
les signaux d’image. Une analyse multirésolution de I’ espaceLz(Rz) est générée
al’aide delafonction d échelle:

0(t1,12) = 6(1y) §(12) (9.1)

Les ondel ettes meres attachées ont les expressions:

E]UJl(Tl,Tz)=¢(T1) P(t2)
W2 (11, 12)= W) 6(15) (9.2)

Hps(ty,12)= W) w(ty)

ou lesfonctions ¢(t) et w(r) génerent une analyse multirésolution orthogonale

et la décomposition orthogonal e correspondante.
L’ensemble:

e, -2mp,r, - 27™n) 27y, - 27mp 7, - 27™n)
27"Yslt; -2 p, 1, -2 "N (0, p)0Z3
est une base orthonormée de I” espace L?(R?).
Lafonction ¢(t) génere I’analyse multirésolution de I’ espace L2(R), {Vid 11z -
La fonction ¢(t;,1,) génére I'analyse multirésolution {,v.} ., de I'espace
12(R?):

2Vm =Vm UV
Onanotéavec O leproduit tensoriel. En notant par:

¢m(T1aT2):22m¢(2mT1:ZmTz) (9.3
on peut affirmer que la famille de fonctions {2_m¢m(T1_2_mn,T2 —2‘mp)}(m o2
est une base orthonormée de I’ espace ,V .. L’ approximation du signal x(ty,1,)
de résolution m est caractérisée par les produits scalaires :

A,x = <x(T1; Tz)’ ¢m(Tl _2_mn) ¢1n(T2 _2_m”)> (94)

82



Les différences entre les approximations A ., x € A, x représentent les
projections du signal x(t;,1,) sur les espaces engendrés par les bases
orthonormees:

{Z_m llJl(Tl - 2_m P, T2 - Z_m n)}(n‘ p)D ZZ y

{Z_m qu(Tl -2m P, To — 2™m n)}(n’ p)]ZZ

{Z_m l]Jl(Tl -2Mp,1,-27" n)}(n‘ p)Z2 -

Ces différences sont données par les troisimages de détail:

Dinx = [<X(T1’ ©) wifn -27"n 1, -27"p) (n.p) 02
D%nx = {<X(T1, TZ)' L|J2(T1 —2‘mn, Ty —Z_m p) (n, p) 072 (95)
DX = {<X(T1' 0,), %(Tl =27"n, 1, 27" p) (n,p) OZ*

La relation (9.2) montre que pour la génération des fonctions
w,(r,,7,) k=123, on utilise lesfiltres avec | es réponses en fréquence:

mm(‘*’lvwz): Mo (@) My (w,)

My (@1, wp) =My (1) Mo (@) (9.6)

mll(wl! wz): my (ewy) My (ws)

Pour chaque M > 0, I'image A,x est completement décrite par 3M+1
images discretes :
{AM x, DLx, DAx, DEx }_M e

La décomposition de la séquence A, ,,x al’aide des séquences A x, D! x et
D x est réalisée al’ aide du systéme de lafigure 9.1.
La transformée inverse est présentée a la figure 9.2. Les systemes présentés
dans ces figures peuvent étre utilisés a la décomposition d’ une image a |’ aide
de I’algorithme de Mallat respectivement a la reconstruction parfaite de celle-
Ci.
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Figure 9.1. Systéme pour le calcul d'uneitération de I’ algorithme de Mallat pour les signaux d'images.
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| 1’]* o COMpOoSée par zeros
aprés chaque collonne

Figure 9.2. Systéme pour le calcul de latransformée en ondelettes inverse pour les signaux d’'images. (Le
cas d'une seule itération).

Un exemple d’ application de I’ dgorithme de Mallat est presenté dans la figure
suivante. Il s agit de 3 iterations.

L'image A ,x N’ as pas été représentée

Figure 9.3. L’image originelle (gauche) et satransformée en ondelettes (droite).
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10. Quelques applications

On présente dans la suite quel ques applications de la théorie des ondel ettes dans e
domaine du traitement du signal. 1l s agit de I’ augmentation du rapport signal/bruit et de
la compression.

10.1. L’ augmentation du rapport signal/bruit

L’ augmentation du rapport signal/bruit est une opération de base en télécommunications.
La transformée en ondelettes discrete peut étre utilisée pour |I'augmentation du rapport
signal/bruit quand il s agit de perturbations additives. On peut utiliser a ce but la méthode
proposée par David Donoho, qui atrois étapes:

1. on calcule la transformée en ondelettes directe du signal observé (la somme d'un

signal utile et un bruit),

2. onfiltrele résultat,

3. on calcule latransformée en ondel ettes inverse.

Cette méthode fonctionne due a la propriété de decorrelation de la transformée en
ondelettes discréte. Gréce a cette propriété pour un bruit d’ entrée de nature quelcongue le bruit
dans le domaine de la transformée en ondelettes tende vers un bruit blanc. On a beaucoup de
méthodes a la disposition pour filtrer le bruit blanc. Le filtrage prévu dans la deuxiéme étape est
non-lineaire et adaptatif. On peut utiliser un filtre avec I’ une des rel ations entrée sortie suivante:

EX’ IX = A
y = E A ORY (10.1.1)
0, Ix <A
y=(sonx) (x - ), A OR* (1012)

_ %sgnx) (X = A), IX=A

10.1.3
v=g < (10.1.3)
O 0 L, Ixl <A
U
y=0 (10.1.4)
- dd>A
X
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O o , Xl <A
O
0 A -a)
y = [sgnx . A <lxl=A, (10.1.5)
] A=A
O
E X , x> A,

La plupart des filtres présentés plus haut, peut étre transformée en filtres adaptatifs, si l1a valeur
du parametre A dépende de I'un de parametre du signal a traiter. Ce paramétre peut étre, par
exemple la puissance du signal perturbateur. Si par exemple le signal perturbateur est de type
bruit blanc de moyenne nulle et de variance o et si dans I’ étape 1 on utilise une transformée en
ondelettes discréte orthogonale, alors la puissance du signal perturbateur dans le domaine de la
transformée (qui est maintenant un bruit blanc Gaussien) sera o 2. Si on utilise le filtre décrit
dans larelation (10.1.1) alors (conformément alarégle de 30) en choisissant A > 30, le bruit est
pratiquement entiérement supprimé. Evidement, le rapport signal/bruit du signal atraiter doit étre
relativement important ainsi que I’ enlévement des échantillons de la transformée en ondel ettes du
signa utile inférieurs en valeur absolue a 30, ne soit pas importante du point de vue de la
distorsion introduite. Cette méthode conserve les variations rapides du signal utile et élimine
presque complétement le bruit. La distorsion introduite par I’ utilisation de la méthode déja
décrite n’est pas importante. Ces caractéristique de la méthode de debruitage présentée prouvent
gue cette méthode est I’une de meilleures méthodes d augmentation du rapport signal/bruit
connues. Le plus fréquemment on utilise une transformée en ondelettes discréte orthogonale, le
filtre décrit dans larelation (10.1.3), et pour le paramétre A on choisi la valeur:

A = /Nlog, N [0

ou o représente la variance du bruit blanc qui perturbe le signal utile. N représente la durée du
signal a traiter. La méthode de debruitage proposée peut étre utilisée aussi quand le bruit qui
perturbe le signal d’ entrée n’ est pas blanc.

On présente dans la suite quelques exemples de debruitage de quelques signaux
perturbés par des différentes bruits.

Danslafigure 10.1.1 est présenté le signal utile. Dansles figures 10.1.2, 10.1.3, et 10.1.4
sont présentés les signaux perturbateurs de type bruit uniforme, bruit en impulsions et bruit en
train d'impulsions. Dans les figures 10.1.5, 10.1.6 et 10.1.7 sont présentés, en haut, le signal de
lafigure 10.1.1 perturbé par les bruits présentés dans les figures 10.1.2, 10.1.3 et 10.1.4 et en bas
les résultats correspondants de |'application de la méthode d'augmentation du rapport
signal/bruit présentée dans ce paragraphe.
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Figure 10.1.3. Signal perturbateur de typetrain d'impulsions.
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Figure 10.1.5 L’ augmentation du rapport signal/bruit quand le signal perturbateur est de type bruit
d’ impulsions.
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Figura 10.1.6. L’ augmentation du rapport signal/bruit pour signal perturbateur de type train d’ impulsion.

On peut remarquer la bonne qualité de la méthode d’ augmentation du rapport signal/bruit. On
observe que cette méthode fait une compression en méme temps.

Dans les systemes de télécommunications la puissance du signal émis est connue a la réception,
mais la puissance du bruit induit dans la chaine de transmission n’est pas connue. Dans le cas de
ces systemes est mieux de choisir lavaleur du paramétre A en fonction de la valeur du puissance
du signa émis P, que de lavaleur o . On présente dans la suite un exemple d’ utilisation d'un tel
algorithme. A lafigure 10.1.7. est présenté le signal utile, et alafigure 10.1.8 ce signal, perturbé
par bruit blanc. Le rapport signal bruit dansle cas de lafigure 10.1.8 alavaleur 1,8.

L N S\ VA
LALLMV,

Figure 10.1.7. Le signal utile.
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Figure 10.1.8. Le signal perturbé par bruit blanc.

A lafigure 10.1.9. est présenté le résultat de I’ application de la méthode de debruitage basée sur
I" algorithme évoqué plus haut. On observe les qualités de la méthode de debruitage proposée. Le

rapport signal/bruit a la sortie est de 10,5. Donc I’ augmentation du rapport signal/bruit obtenue
est de 5,83.

Figure 10.1.9. Le signal reconstruit aprés |’ utilisation de I’ algorithme évoqué plus haut.
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10.2. La compression de données

On présente dans la suite une méthode de compression a perte d’ information control ée.
Cette méthode a les étapes suivantes:

1. On calcule latransformée en ondelettes discréete directe du signal atraiter x[#],
ylnl .

2. On réalise la compression en négligeant les échantillons du signal obtenu a la

fin de la premiere étape qui sont inférieurs a un seuil imposeé.

3. On cacule latransformée en ondelettes discrete inverse et on obtient le signal

xln].

Le seuil de la deuxiéme étape est imposé dans une maniére adaptative. Sa valeur est
choisie tel que I’ erreur quadratique moyenne d’ approximation du signal x[#] par le signal
x[n] ne dépasse pas un pour-cent de |’ énergie du signal x[#] .

On peut utiliser les relations suivantes:

=3 =3 y24 (10.2.1)
k=0 k=0

=5 22[=S 574 (10.2.2)
k=0 k=0

parce que chaque transformeée orthogonale conserve |’ énergie.

On peut écrire aussi:

B "

Soit ,ylnl la séquence obtenue par le positionnement en ordre décroissante des
échantillons du signa p[n]. L’erreur quadratique moyenne d approximation du signal
x[n] par lesigna x[n] est proportionnelle &

N-1

€= ) oyz[k]
k=M

Lavaleur du parametre M est obtenue comme solution de |’ équation :
max €= i
MOz 100
On présente dans la suite quelques exemples d’ application de la méthode déja décrite.

Dans les figures 10.2.1, 10.2.2 et 10.2.3 sont présentés trois exemples de signaux a
comprimer, x[x] (en haut) et correspondantes x[#] (en bas). Pour chague compression est
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spécifié le nombre d’ échantillons utiliseé pour la reconstruction. On constate qu'on a
obtenu des val eurs importantes pour le facteur de compression.

Signal atraiter

1} 100 S00

Fi ) 7
Reconstruction realisée en utilisant 24 echantillons

o 190 200 300 400 300

Signal atraiter

10

o 190 200 300 400 300

Reconstruction realisée en utilisant 30 échantillons

Figure 10.2.2. Lacompression d’un signal carré. Le facteur de compression est égal a
8,53.
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10 Reconstruction realisée en utilisant 30 echantillons

Figure 10.2.3. Lacompression d’un signal modulé en fréquence. Le facteur de
compression est égal a 8,53.
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