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“Ce à quoi l’un s’était failli, l’autre y est arrivé et ce qui
était inconnu à un siècle, le siècle suivant l’a éclairci, et les
sciences et les arts ne se jettent pas en moule mais se
forment et figurent en les maniant et polissant à plusieurs
fois [...] Ce que ma force ne peut découvrir, je ne laisse pas
de le sonder et essayer et, en retastant et pétrissant cette
nouvelle matière, la remuant et l’eschaufant, j’ouvre à celui
qui me suit quelque facilité et la lui rends plus souple et
plus maniable. Autant en ferra le second au tiers qui est
cause que la difficulté ne me doit pas désespérer, ni aussi
peu mon impuissance...”

     Montaigne, Les Essais, Livre II, Chapitre XII.
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1. Ondelettes. Principales applications

Les ondelettes ( )tb,aψ  sont des fonctions générées par la translation et la dilatation

d’une fonction génératrice, appelée ondelette mère ( )tψ :

( ) 




 −ψ=ψ

a

bt
tb,a

Les principaux applications des ondelettes sont: l’analyse du signal (par exemple la
localisation des discontinuités dans un signal), l’analyse fonctionnelle ( par exemple
l’approximation des espaces fonctionnelles ou l’analyse numérique) et le traitement du
signal (par exemple le codage en sous-bandes). Dans la suite on présente brièvement
l’apport de la théorie des ondelettes dans chaque application déjà mentionnée. Prenons
pour le commencement le cas de la localisation des discontinuités d’un signal.

1.1.  Les ondelettes et les moments nuls

Soit f(x) une fonction régulière, 2Cf ∈ . Cette fonction peut être développée en
série de Taylor:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xre0f
!r

x
...0'xf0fxf )r(

r
++++=

Soit:

( ) ( )∫
∞

∞−
ψ= dxxxfC0

Alors:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ψ









++++= dxxxr0f

!r

x
...0'xf0fC r

r

0

Si ( )xψ  est régulière, alors:

( )∫
∞

∞−
==ψ r0,m   ,0dxxx m

On dit que la fonction ( )xψ  a r moments nuls.
Donc:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )dxxxredxxx0f...dxxx0'fdxx0fC rr
0 ψ+ψ++ψ+ψ= ∫ ∫ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ou:

( ) ( )dxxxreC0 ∫
∞

∞−
ψ=

Mais:
( ) Mxre ≤

où M est une constante très petite. Donc:
0C0 ≅
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On peut dire que si f est régulière alors 0C  est très petite. Considérons maintenant que
f(x) est la masse de Dirac:

( ) ( )xxf δ=

Soit:
( ) ( )xx~ −ψ=ψ

Alors:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00~x~xdxxxC
0x

0 ψ=ψ=ψ∗δ=ψδ=
=

∞

∞−
∫

Si on utilise la fonction 




 −ψ

a

bx  alors:

( ) ( ) ( ) ( )b~x~xdx
a

bx
x abxa ψ=ψ∗δ=





 −ψδ =

∞

∞−
∫

où on a utilisé la notation:

( ) 




ψ=ψ

a

x
xa

En utilisant donc la fonction ( )bxa −ψ  au lieu de la fonction ( )xψ , on obtienne pour 0C  la
valeur ( )b~

aψ  qui peut être grande. Ainsi on peut avoir une indication sur la irrégularité
d’un signal (la distribution de Dirac n’est pas une distribution régulière) en utilisant la
valeur de la constante 0C . On peut donc avoir une indication sur la régularité d’une
fonction en utilisant les ondelettes.

La régularité de la fonction ( )xψ  peut être exprimée aussi dans le domaine
fréquence. La transformée de Fourier de l’ondelette mère est:

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ξ− ψ=ψ⇒ψ=ξψ dxx0    dxex xi ��

En dérivant la transformée de Fourier on peut écrire les relations suivantes:

( ) ( )∫
∞

∞−
ψ=ψ 0'idxxx
�

( ) ( )0''dxxx 2 ψ−=ψ∫
∞

∞−

�

.

.

.

( ) ( ) ( )( )∫
∞

∞−
ψ=ψ 0idxxx kkk �

On a montré ainsi que si la fonction ( )xψ  a r moments nuls alors:
( )( ) rk0   ,00k ≤≤=ψ�

On dit que la transformée de Fourier d’une fonction qui a r moments nuls est de classe
∞C . Donc l’ondelette mère est la réponse impulssionelle d’un filtre passe-bande.

Dans la suite on présente l’utilisation des ondelettes dans l’analyse numérique.

2



1.2.  Applications en analyse numérique

Cette application de la théorie des ondelettes a été introduite par Strang et Fix en
1969. On veut développer les fonctions en utilisant les éléments de la famille:

Zk

2

1

k
h

x
ghG

∈

−


















 −=

On cherche une fonction g simple pour le calculs numériques. Considérons que
l’ensemble G engendre un espace vectoriel hV et que la fonction g est à support compact.
Nous nous posons la question si le développement à l’aide des éléments de l’ensemble G
(qui peut être considérée comme une base de l’espace vectoriel hV ) est stable
numériquement.
Soit:

( ) 




 −=

−
k

h

x
ghxg 2

1

k,h

Si le développement dans la base G est stable numériquement alors on peut trouver pour
chaque fonction f de ( )RL2  une suite { } Zkka ∈  tel que:

( ) ( )
( )

ε<−∑
∞

−∞= RLk
k,hk

2

xfxga

quelque soit � quand h est suffisamment petit. On peut démontrer que si la famille G est
une base de Riesz alors la relation (1) est vérifiée.

Definition 1. La famille ( ){ } Zkkxg ∈−  est une base de Riesz si et seulement s’il

existe deux constantes A et B, positives tel que:

( ) 





≤−≤





∑∫ ∑∑
∞

−∞=

∞

∞−

∞

−∞=

∞

−∞= k

2
k

2

k
k

k

2
k aBdxkxgaaA

Cette condition de bi-continuité peut être écrite aussi dans la forme:

( ) Bk2gA0
2

k
≤π+ξ≤< ∑

∞

−∞=

�

Remarque
Soit:

( ) ( ) 2
ĝa ξ=ξ

La fonction a(x) représente l’autocorrelation de la fonction g(x) ( c’est la relation de

Wiener-Hincin). La somme ( )∑
∞

−∞=
π+ξ

k
k2a  représente le spectre du signal obtenu par
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l’échantillonnage idéale du signal a(x) en utilisant une période d’échantillonnage unitaire.

Donc ( )
2

k
k2ĝ∑

∞

−∞=
π+ξ  représente le spectre de l’autocorrelation de la fonction génératrice

de la base considérée, échantillonnée en utilisant une période d’échantillonnage égale à 1.
On démontre maintenant l’équivalence: ( ) ( )3.12.1 ⇔ .

Démonstration

Montrons pour le commencement que ( ) ( )2.13.1 ⇒

En multipliant tous les membres de la relation :

( ) Bk2gA0
2

k
≤π+ξ≤< ∑

∞

−∞=

�

par ( ) 2
A ξ  où ( ) ∑

∞

−∞=

ξ−=ξ
k

ik
k eaA  on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

k

22
ABk2ĝAAA0 ξ≤π+ξξ≤ξ< ∑

∞

−∞=

ou:

( ) ( ) ( ) ( ) ξξ≤ξπ+ξξ≤ξξ< ∫∑∫∫
π

π−

∞

−∞=

π

π−

π

π−
dABdk2ĝAdAA0

22

k

22

Mais:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ξπ+ξπ+ξ=ξπ+ξξ=ξπ+ξξ ∑ ∫∑ ∫∑∫
∞

−∞=

π

π−

∞

−∞=

π

π−

∞

−∞=

π

π−
dk2gk2Adk2ĝAdk2gA

2
2

k

2
2

k

2

k

2
��

parce que la fonction ( )ξA  est périodique de période π2 , étant une transformation de
Fourier à temps discrète (voir sa définition). Donc la dernière relation peut être écrite
dans la forme:

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )∫∑ ∫∑∫

∞

∞−

∞

−∞=

π+

π−

∞

−∞=

∞

∞−
==ξπ+ξξ duuĝuAduuguAdk2ĝA

22
2

k

1k2

1k2

2

k

2
�

Mais:

( ) ( ) ( ) ( )





−↔ξ





=ξξ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

ξ−

k
k

k

ik
k kxgageagA

��

Donc:

( ) ( ) ( ) ξ−=ξπ+ξξ ∫ ∑∑∫
∞

∞−

∞

−∞=

∞

−∞=

π

π−
dkxgadk2gA

2

k
k

2

k

2
�

Maintenant la relation (1.4) peut s’écrire:

( ) ( ) ( ) ξξ≤ξ−≤ξξ< ∫∫ ∑∫
π

π−

∞

∞−

∞

−∞=

π

π−
dABdkxgadAA0

22

k
k

2

4

(1.4)
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En utilisant la relation de Parseval pour les signaux d’énergie finie on obtient:

( ) ( ) dxkxga2dkxga

2

k
k

2

k
k∫ ∫ ∑∑

∞

∞−

∞

∞−

∞

−∞=

∞

−∞=
−π=ξ−

La relation de Parseval pour les signaux à énergie finie à temps discrète s’écrit:

( ) ( ) ( ) Zk   ,Ra     ,dA
2

1
a k

2

k

2
k ∈∀∈ξξ

π
= ∫∑

π

π−

∞

−∞=

En utilisant (1.6) et (1.7), (1.5) peut s’écrire:

( ) ( ) ( )∑ ∫ ∑∑
∞

−∞=

∞

∞−

∞

−∞=

∞

−∞=
π≤−π≤π<

k k

2
k

2

k
k

2
k 2aBdxkxga22aA0

ce qui représente la relation (1.2). Donc ( ) ( )2.13.1 ⇒  On prouve dans la suite que
( )3.1)2.1( ⇒  aussi.

En partant de la relation (1.2) on peut obtenir la relation:

( ) ( ) 











≤ξπ+ξξ

π
≤





∑∫ ∑∑
∞

−∞=

π

π−

∞

∞=

∞

−∞=

2

k
k

2

k

2

k

2
k aBdk2ĝA

2

1
aA

d’où en utilisant le noyau de Fischer on peut obtenir (1.3).

On revient maintenant a la relation (1.1).

Théorème 1.
Il existe une suite { }

Zk
h
ka ∈  tel que:

( ) 0fxgalim
2Lk

k,h
h
k0h

=−∑
∞

−∞=→

à la condition:

( )
2

k
h k2ĝ0 ∑

∞

−∞=
π+ξ<

où ( ) ( )kxgxg hk,h −=  et l’ensemble ( ){ }
Zkk,h xg ∈  est une base de Riesz.

Remarque

Ce théorème assure la stabilité numérique. Soit ( ) 




µ=µ

−

h

x
hx 2

1

h  et

( ) 




 −µ=µ

−
k

h

x
hx 2

1

k,h  et ( ) ( )>µ=< x,xfa h,k
h
k . En ce qui concerne la vitesse de convergence

en (9) on peut affirmer que la suivante équivalence est valable:

( ) ( ) ( )( ) ( ) { } h
r2

Lk
k,hk,h Vx,...,x,1hOxfxgx,xf

2

⊂⇔=−>µ<∑
∞

−∞=

5
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(1.7)



L’interprétation fréquentielle de cette équivalence est la suivante:
( ) ( ) { } ( )( ) r1,p , 02kget   0-Zk ,02kˆ ,00ĝ p =∀=π∈∀=πϕ≠ �

Donc la fonction g représente la réponse impulssionelle d’un filtre passe-bas.

1.3.  Codage en sous-bandes

Prenons deux filtres numériques avec les réponses impulsionnelle { } Zkk1h ∈  (passe-

bas) et { }
Zkk,2h ∈  (passe-haut) et les réponses en fréquence ( )ω1h

�

 et ( )ω2h
�

. Soit:

( ) ( ) 0ĥet  10ĥ 11 =π=

et:
( ) ( ) 1ĥet  00h 22 =π=

�

Un exemple est présenté dans la figure 1.3.1.

Figure 1.3.1. Un exemple de paire de filtre pour le codage en sous-bandes.

Considérons le systeme présenté dans la figure 1.3.2.

Figure 1.3.2. Systeme de codage en sous-bandes.

On peut écrire:
[ ] [ ]n2ana1 = et [ ] [ ]1n2dnd1 −=

6

&

0

ÿh (&)ÿ, ÿh (&)ÿ

�-�

1
1 2

.[n]

u[n]

h (&)
1

a[n]

↓  2
a [n]
1

∧

h (&)
2

∧
d[n]

D ↓  2

↓  2

d [n]
1

.[2n]



Le fonctionnement du systeme présenté dans la figure 1.3.2. peut être compris par
l’exemple présenté dans la figure 1.3.3.

Figure 1.3.3. Un exemple de fonctionnement du systeme présenté dans la figure 1.3.2.
Pour la branche superieure on peut écrire:

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )ωω=ω⇒∗= ĥua    nhnuna 1
��

et:

( ) [ ] pi

p
1 ep2aa ω−∞

−∞=
∑=ω�

ou:

( ) [ ] ( ) [ ] 










 π+ω+





 ω=














−+=ω ∑∑

∞

−∞=

ω−∞

−∞=

ω−

2
a

2
a

2

1
epa1epa

2

1
a

p

p
2

ip

p

p
2

i

1
���

Donc:

( ) 










 π+ω






 π+ω+





 ω





 ω=ω

2
h

2
u

2
h

2
u

2

1
a 111

�

�

�

��

Pour la branche inferieure:

( ) [ ] [ ] ( ) [ ]












 π+ω






 π+ω−





 ω





 ω=

=










 π+ω−





 ω=














−−==ω ∑ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

ω−∞

−∞=

ω−ω−

2
h

2
u

2
h

2
u

2

1

2
d

2
d

2

1
epd1epd

2

1
ep2dd

1

p p

p
2

ip

p

p
2

ipi
11

�

�

�

�

���

On peut faire la reconstruction de la suite { } Znnu ∈  à partir des suites [ ]{ } Zn1 na ∈  et

[ ]{ } Zn1 nd ∈ . Considérons à ce but le systeme présenté dans la figure 1.3.4.

7

(1.10)

... ...

n0u 1u 2u

u[n]

... ...

n1a − 0a 1a

a[n]

... ...

n2a − 0a 2a

[ ]na1

... ...

n0u 1u 2u

u[n]

... ...

n0d 1d 2d

d[n]

... ...

n1d− 1d 3d

[ ]nd1



Figure 1.3.4. Un systeme de de-codage.

On peut écrire:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )







π+ωω





−π+ωω





π+ω+








ωω





+ωω





ω=ω 22112211 hk

2

1
hk

2

1
ûhk

2

1
hk

2

1
us

��������

��

Pour la reconstruction parfaite est nécessaire que:
( ) ( )ω=ω us

��

Cette condition est vérifiée si:
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )





=π+ωω−π+ωω
=ωω+ωω

0hkhk

2hkhk

2211

2211
����

����

Il s’agit d’un systeme de 2 équations et 2 inconnues les fonctions ( )ω1k
�

 et ( )ω2k
�

. Les
solutions sont:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ωπ+ω+π+ωω

π+ω
=ω

2121

2
1

hhhh

h2
k ����

�

�

et:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ωπ+ω+π+ωω

π+ω−
=ω

2121

1
2

hhhh

h2
k̂ ����

�

Un choix possible pour les solutions du systeme est:
( ) ( )π+ω=ω 21 hk

��

( ) ( )π+ω−=ω 12 hk
��

à la condition que:
( ) ( ) ( ) ( ) 2hhhh 2121 =ωπ+ω+π+ωω

����

Si ( )ω1h
�

et ( )ω2h
�

 sont des réponses en fréquence des filtres avec des réponses
impulssionelle finies alors toutes les quatre réponses en fréquence sont des polynômes.

8

[ ]na1

[ ]na1
1

[ ]na11

[ ]nd1
[ ]nd1

1 [ ]nd11

[ ]ns

↑  2

↑  2

↑  2

( )ω1k
�

( )ω2k
�

+

[ ]nα [ ]nβ [ ]










α=β

non si,0

paireestn,
2

n
n
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2.  L’analyse multirésolution de ( )RL2

Soit jV  l’espace vectoriel emboîté par l’ensemble ( ){ }
Zk,Zjk,j xg

∈∈
:

( ){ } ( )RL xgpar   engendre e.v. V 2
Zk,Zjk,jj ∩



= ∈∈

avec:

( ) ( )kx2g2xg j2

j

k,j −=

Remarque

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−=−= dxx2gkx2g2dxx2g2kx2g2g,g jjjj2

j
j2

j

0,jk,j

En faisant la substitution:
yx2 j =

on obtient:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
γ=−=−= kgg0,jk,j kRdyygkygg,g

Il s’agit donc de l’autocorrelation de la fonction génératrice de la base considérée. Donc
le produit scalaire ne dépend pas de j.

Soit ( ){ } Zkkxg ∈−  une base de Riesz dans l’espace 0V . Alors il y a deux constantes

positives A et B tel que:

( ) Bk2ĝA0
2

k
<π+ω≤< ∑

∞

−∞=

Donc:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) dxe
2

k
x2g2adxekx2g2a

dxexffet  xgaxf ;Vxf

xi
j

j2

j

k
k

k

xij2

j

k

k

xi
k,jkj

∫ ∫∑∑

∑ ∫

∞

∞−

∞

∞−

ξ−∞

−∞=

∞

−∞=

ξ−

∞

−∞=

∞

∞−

ξ−













−=














−=

==ξ=∈∀
�

En utilisant le changement de variable:

j2

k
xX −=

on obtient:

( ) ( ) ( )∫∑∑ ∫
∞

∞−

ξ−∞

−∞=

ξ−∞

−∞=

∞

∞






 +ξ−
















==ξ dXeX2g2eadXeX2g2 af Xij2

j

k

2

k
i

k
k -

2

k
Xi

j2

j

k
jj�

On note le premier facteur du membre droit de la dernière relation avec ( )ξfm  et on
constate que l’autre facteur représente la transformée de Fourier de la fonction ( )xg j ,

( )ξjg
� . On a la proposition suivante:

Proposition 2.1. Pour chaque fonction f de jV  on a:
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( ) ( ) ( )ξξ=ξ jf ĝmf̂

où ( )ξfm  est une fonction j22 ⋅π  périodique.
Cette proposition a été déjà démontrée. On prouve maintenant la proposition suivante:

Proposition 2.2 1jj VV   Zj +⊂∈∀

Démonstration

( ) ( ) ( ) ( ) jkj,
j2

j

k,jjkj, Vx2g  kx2g2xg ,Vxg ,x ∈⇒−=∈∀

et:

( ) ( ) ( ) ( ) 1jk,1j
1j2

1

2

j
1j2

j

k,j Vxg
2

1
kx2g2

2

1
kx2g2x2g ++

+++ ∈=−=−=

Mais chaque signal de jV  peut s’exprimer comme une combinaison linéaire des fonctions

( )xg k,j :

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
=⇒∈

k
k,jkj xgaxf  Vxf

Donc:

( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=
+

∞

−∞=
==

k
k,1jk

k
k,jk xg

2

1
ax2gax2f

qui représente une combinaison linéaire des fonctions ( ){ }
Zkk,j xg

∈
, donc est un élément de

1jV + . On a démontré ainsi que:

( ) ( ) ( ) 1jj1j  jj VV  V2xf  etV 2xf  Vxf ++ ⊂⇒∈∈⇒∈∀

Remarque
On a démontré en même temps que:

( ) ( ) 1jj V2xf  Vxf +∈⇔∈∀

Définition 1. On dit que la suite des sous-espaces emboîtés de ( )RL2 , { }
ZjjV

∈
 est

une analyse multirésolution de ( )RL2  si on a les conditions:
1.  Zj ,VV 1jj ∈∀⊂ +

2.  ( ) ( ) 1jj V2xf  Vxf +∈⇔∈

3.  ( )RLV 2

Zj
j =

∈
�

4.  { }�
Zj

j 0V
∈

=

5.  Il existe une fonction g en 0V , tel que la famille ( ){ } Zkkxg ∈−  soit une base de

Riesz.

Remarques
A)  La condition équivalente pour que ( ){ } Zkkxg ∈−  soit une base de Riesz est:

(2.1)
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( ) 1k2gA0
2

k
<π+ω≤< ∑

∞

−∞=

� (voir le chapitre antérieur).

On note:

( ) ( )
2

k

2
k2gm ∑

∞

−∞=
π+ω=ω �

Donc on peut écrire la condition pour que ( ){ } Zkkxg ∈−  soit une base de Riesz

comme:

( ) BmA0
2 <ω<<

B)  On peut démontrer la relation:

( )
2

lk

ki
k l2ge ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

ω− π+ω=γ �

Démonstration
Soit:

[ ]kR ggk =γ

l’autocorrelation de la fonction g calculée aux moments discrets.

( ) ( ) 2
gg ĝxR ξ↔

En utilisant la formule sommatoire de Poisson on obtient (2.3).

C)  Si la fonction g subit les conditions de Strang et Fix alors on doit avoir:

( ) ( ) { }0-Zk  ,02kĝet    00g ∈=π≠�

D)  On peut démontrer que la condition de décroissance rapide de la fonction g
peut être exprimée dans la forme:

Nm  ,
k1

1
mk ∈∀

+
<γ

La fonction: ∑
∞

−∞=

ω−γ
k

ik
k e est de classe ∞C .

Démonstration

( ) ( )ω=π+ω=γ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ω− Cl2ge
2

k l

)B
ik

k
�

( )
∑
∞

−∞=

ω−γ−=
ω
ω

k

ik
k eki

d

dC

ou, en utilisant la relation (2.4):

1mmmk
k1

1

k1

k1

k1

k
k

−+
=

+

+
<

+
<γ

donc la série en (5) est convergente.
( )

∑
∞

−∞=

ω−γ−=
ω

ω

k

ki
k

2
2

2
ek

d

Cd

En utilisant de nouveau la relation (2.4) on peut écrire:

(2.2)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.3)
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2mm

2

m

2

k
2

k1

1

k1

k1

k1

k
k

−+
=

+

+
<

+
<γ

Donc la série en (2.6) est convergente elle aussi. Par récurrence on peut affirmer que:

( ) ∞∞

∞=

∞∞

−∞=

ω− ∈π+ω⇔∈γ ∑∑ C2kg  Ce
2

-kk

ik
k

�

Proposition 2.3. Il existe une fonction ( ) ∞∈ω Cm0  telle que:

( ) ( ) ( )ωω=ω gm2ĝ 0
�

Démonstration

( )

( )∑ ∫∫

∑

∞

−∞=

∞

∞−

ξ−
∞

∞−

ξ−

∞

−∞=
−

−=










⇒

⇒−=




⇒∈





⊂

k

xi
k

xi

k
k001

dxekxghdxe
2

x
g

2

1

kxgh
2

x
g

2

1
  V

2

x
g ;VV

Mais en faisant le changement de variable:

X
2

x =

on peut écrire:

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

ξ−ξ− ξ==












2gdXeXgdxe
2

x
g

2

1 X2ixi �

et à l’aide du changement de variable:
kxX −=

on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ξ−ξ−ξ−+ξ−ξ− ξ===− gedXeXgedXeXgdxekxg kiXikikXixi �

Donc:

( ) ( )∑ ∑∫
∞

−∞=

∞

−∞=

ξ−
∞

∞−

ξ− ξ





=−

k k

ki
k

xi
k gehdxekxgh

�

ou:

( ) ( ) ( )ξξ=ξ gm2g 0
��
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2.1.  Fonction d’échelle

On appelle la fonction g, de la définition 1, fonction d’échelle. Soit l’ensemble
( ){ } Zkkx ∈−ϕ  avec:

( ) ( )
( )ω
ω

=ωϕ
m

g
�

�

où ( )ωm  est donné par la relation (2.2). Supposons que ( )ωm  représente la réponse en
fréquence d’un filtre RIF, alors ( )ωm  n’a pas des zéros ( ( ) R ,0m ∈ω∀≠ω ). Soit:

( ) ( )∑
∞

−∞=
−ϕ=ϕ

k
k kxgx

la décomposition de la fonction ( )xϕ  dans la base ( ){ } Zkkxg ∈− de l’espace 0V . Alors:

( ) ( ) ( )∑∑
∞

∞=

ω−∞

−∞=

ω−
ω

=ϕ⇒ωϕ=ωϕ
-k

ik
k

k

ik
k m

1
e  ge

��

Donc les coefficients de la décomposition de la fonction ( )xϕ  dans la base ( ){ } Zkkxg ∈−

sont les échantillons de la séquence kϕ qui représente la réponse impulsionnelle du filtre
inverse du filtre avec la réponse en fréquence ( )ωm .

Proposition 2.1.1. La condition d’orthonormalité de l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ

est:

( ) 1l2 
2

l
=π+ωϕ∑

∞

−∞=

�

Démonstration
Supposons que l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  est orthonormal.

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞ 



≠−
=−

=−ϕϕ⇔




≠
=

=−ϕ−ϕ
- 0lk,0

0lk,1
dxlxk-x 

lk,0

lk,1
lx,kx

Mais l’autocorrelation de la fonction ϕ  est:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ϕϕ +ϕϕ= dxuxxuR

ou à l’aide du changement de variable:
kyx −=

on obtient:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
ϕϕ +−ϕ−ϕ= dyukykyuRR

Donc:

( ) ( ) ( )




≠−
=−

=−ϕ−ϕ=−ϕϕ 0lk,0

0lk,1
lx,kxlkR

On a démontré ainsi que:
nn

R δ=ϕϕ

Donc:

∑
∞

−∞=

ω−
ϕϕ =

k

ik 1eR
k

Mais, en utilisant la formule sommatoire de Poisson on a:

(2.1.1)

(2.1.2)
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( )
2

lk

ik l2eR
k ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

ω−
ϕϕ π+ωϕ= �

Donc:

( ) 1l2
2

l
=π+ωϕ∑

∞

−∞=

� (c.q.f.d)

Proposition 2.1.2. L’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  définit plus haut est une base

orthonormée de 0V .

Démonstration
On vérifie que l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  est orthonormée.

( ) ( )
( )

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞= π+ω

π+ω
=π+ωϕ

k
2

2
2

k k2m

k2ĝ
 k2ˆ

Mais la fonction ( ) 2
m ω  est périodique de période π2  donc:

( ) ( )
( ) ( )

( ) 1k2ĝ
m

1

m

k2g
k2ˆ

2

k
2

k
2

22

k
=π+ω

ω
=

ω

π+ω
=π+ωϕ ∑∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

�

Donc l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  est orthonormé.

On démontre maintenant que chaque fonction de 0V  peut être développée comme une
combinaison linéaire des éléments de l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ . Soit ( )xf  une fonction de

0V .

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξξ=ξ=ξ⇔−= ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ξ− ĝmĝeff̂  kxgfxf f
k k

ki
kk

où on a noté:

( ) ∑
∞

−∞=

ξ−=ξ
k

ik
kf efm

Donc:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ξϕξ=
ξ
ξ

ξ=
ξ
ξ

ξξ=ξ ϕϕ
��

��

�

m
m

g
m̂

m

g
mmf f

où on a noté:
( ) ( ) ( )ξξ=ξϕ mm m f

��

On peut observer que ( )ξfm  et ( )ξm  représentent des transformées de Fourier des signaux
à temps continu échantillonnés. La relation équivalente (en temps) à la dernière relation
est:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξ↔ϕ∗= ϕϕϕ mxm  ,  xxmxf
�

où:

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
ϕϕϕϕ =−δ=

k
kmm  ;  kxmx m

kk

Donc:
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( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
ϕϕ −ϕ=ϕ∗−δ=

k k
kxmxkxmxf

kk

On a démontré ainsi que chaque fonction ( )xf  en 0V  peut s’écrire comme une
combinaison linéaire des éléments de l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ . Donc cet ensemble est une

base orthonormée de 0V . On a démontré que pour chaque base de Riesz de 0V

( ){ } Zkkxg ∈−  on peut trouver une base orthonormée correspondante ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  en

utilisant la relation:

( ) ( )
( )ω
ω

=ωϕ
m

g
ˆ

�

avec:

( ) ( )
2

l

2
l2gm ∑

∞

−∞=
π+ω=ω �

On cherche maintenant la base duale de la base ( ){ } Zkkxg ∈−  en 0V .

Soit:

( ) ( )
( ) 2

m

g

ω

ω
=ωΩ

�

�

Proposition 2.1.3. L’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−Ω  est la base duale de la base

( ){ } Zkkxg ∈−  en 0V .

Démonstration

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−Ω−=−Ω− dxlxkxglx,kxg

L’intercorrelation des fonctions g et Ω  est :

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
Ω +Ω= dxuxxguR g

A l’aide du changement de variable:
kyx −=

on obtient:

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
Ω +−Ω−= dyukykyguR g

Pour lku −=  on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
Ω −Ω−=−Ω−=− lx,kxgdylykyglkR g

Mais:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )∫

∫

∞

∞−

ξ−−

ξ−−
∞

∞−

ξ−ξ−

ξ
ξ

ξ
π

=

=ξξΩξ
π

=ξΩξ
π

=−Ω−

de
m

g

2

1

de g
2

1
e,eg

2

1
lx,kxg

lki
2

2

lkiilik

�

�

�

�

�

(2.1.3)
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ou:

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
∑ ∫
∞

−∞=

π+

π−

ξ−− ξ
ξ

ξ
π

=−Ω−
p

1p2

1p2

lki
2

2

de
m

g

2

1
lx,kxg

�

Apres le changement de variable up2 =π−ξ  on obtient:

( ) ( ) ( )
( )

( )( )

( )
( ) ( ) ( )





≠−
=−

=

=
π

=π+
π

=

=
π+

π+
π

=−Ω−

∫∑∫

∑ ∫

π

π−

−−∞

−∞=

−−
π

π−

π+−−∞

−∞=

π

π−

0lk,0

0lk,1

due
2

1
duep2ug

um

1

2

1

due
p2um

p2ug

2

1
lx,kxg

ulki

p

ulki2
2

p2ulki

p
2

2

�

�

Donc:
( ) ( ) lklx,kxg −δ=−Ω− (c.q.f.d)

Soit f une fonction en ( )RL2  et ( )fP0  sa projection orthogonale sur 0V . On peut écrire:
( ) ( ) Zk   0kxg,ffP0 ∈∀=−−

ou:
( )( ) ( ) ( ) ( )kxg,xfkxg,xfP0 −=−

Donc le développement de la fonction ( )fP0  dans la base de Riesz ( ){ } Zkkxg ∈− est:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxg,xfxgxg,x)f(PxfP k,0
k

k,0k,0
k

k,000 ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
==

où on a utilisé la notation:
( ) ( )kxgxg k,0 −=

Mais l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−Ω  est aussi une base de l’espace 0V . On peut donc écrire

aussi:

( )( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
−Ω−Ω=

l
0 lxlx,xfxfP

Soit:
( ) ( )lxxl,0 −Ω=Ω

Donc:

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

ΩΩ=

=ΩΩ=

l
l,0

k
l,0k,0k,0

l,0
l

l,00

xx,xgxg,xf

xx,xfxfP

ou:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=
Ω=ΩΩ=

k
k,0k,0l,0

l k
l,0k,0k,00 xxg,xfxx,xgxg,xfxfP

On peut démontrer aussi la relation suivante:

( )( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
Ω=

l
l,0l,00 xgx,xfxfP

(2.1.4)

(2.1.5)
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2.2.  Exemples d’analyses multirésolution

Exemple 1. Fonction d’échelle de la base de Haar

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }Zk 1k2,k2sur    tetanconsxfRLxfV jj2
j ∈∀+−∈=

On peut vérifier facilement les conditions 1 et 2 de la définition de l’analyse
multirésolution.
Soit:

( ) [ ] ( )x1xg 1,0=

la fonction caractéristique pour l’intervalle [0,1].

Figure 2.2.1. La fonction d’échelle pour la base de Haar.

[ ] ( ) 1dxdxxg0RR
1

0

2
gggg0

==== ∫∫
∞

∞−

[ ] ( ) ( ) 0dxkxgxgkRR
0k

ggkgg

≠∞

∞−
=+== ∫

parce que les supports des fonctions ( )xg  et ( )kxg +  sont disjointes. On peut donc écrire:

( ) 1k2g
2

k
=π+ω∑

∞

−∞=

�

Donc l’ensemble ( ){ } Zkkxg ∈−  est une base orthonormée de 0V .

Remarque
En utilisant la dernière relation on peut montrer que:

1

2

k2
2

k2
sin

2

k
=

π+ω






 π+ω

∑
∞

−∞=

Démonstration

( ) ( ) 




 ξ

ξ
−=










 ξ−

ξ
−=−

ξ
−==ξ

ξ−ξ−
ξ−ξ−∫ 2

sin2
e

2
sini2

i

e
1e

i

1
dxeĝ

2

i
1

0

2

i

ixi

( )xg

x0

1

1
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d’où:

( )

2

2

k2

2

k2
sin2

k2g
π+ξ






 π+ξ

=π+ξ�

Donc:

( )

2

k k

2

2

k2
2

k2
sin

1k2g∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞= π+ξ






 π+ξ

==π+ω� (c.q.f.d)

Cette identité, très intéressante, est difficile d’être démontrée en utilisant une méthode
différente. On a montré que:

( ) ( ) ∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ω−ω−∞

−∞=
=γ==π+ω=ω

k k

ik
k

ik
gg

2

k

2
1eeRk2gm

k

�

Remarques
A.  La fonction g est à support compact. On peut donc dire que l’analyse d’un signal de

0V  basée sur le développement dans la base ( ){ } Zkkxg ∈−  est bien localisée en temps.

B.  Le spectre ( )ωg
�  a l’aspect présenté dans la figure 2.2.2.

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figure 2.2.2. Le module du spectre de la fonction d’échelle dans le premier exemple.

Grâce à la dernière figure on peut constater que:

( )
ξ

≤ξ 2
g
�

ξ
2

( )ξĝ

ξ
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On peut donc affirmer que la décroissance de la fonction ( )ξg
�  est faible et que la fonction

g n’est pas bien localisée en fréquence.
Soit:

( ) ( ) 2
mC ω=ω

Pour notre exemple:

( ) ( ) ∞∈ω=ω Cm   ,1C
2

Remarque
Pour l’exemple considéré:

( ) ( ) ( )ωΩ=ωϕ=ω
�

��

g

donc:
( ) ( ) ( )xxxg Ω=ϕ=

Ainsi on a vérifié la condition 5 de l’analyse multirésolution. Les fonctions constantes par
morceaux appartient à un ensemble dense en ( )RL2 . Donc:

( )RLV 2

j
j =�

L’hypothèse 4 de la définition de l’analyse multirésolution est donc vérifiée elle aussi.
Soit ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  la base orthonormée de 0V et ( )fPj  la projection du signal ( )RLf 2∈  sur

l’espace jV . On peut écrire f comme:

hgf +=

où g est une fonction en escalier et h est une fonction avec une norme arbitrairement
petite. Donc:

( ) ( ) ( )hPgPfP jjj +=

Mais:
( ) hhPj <

Donc:
( ) ( ) ( ) ( ) hgPhPgPfP jjjj +≤+≤

Mais:

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( )∑ ∫∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−==⇒=

k

2
1

0

j2

j2

k

j
k1,0

2
j1,0 dxkx2g2xg,x1gP    x1xg

En utilisant le changement de variable:
x2y j=

on obtient:

( ) ( )∑ ∫
∞

−∞=

−
−=

k

2

0

22

j
2

j

j

dykyg2gP

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Buniakovski-Schwartz on obtient:

( ) ( )∑ ∫
∞

−∞=

− −ϕ≤
k

2

0

2jj2
j

j

dyky22gP

Donc:
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( ) 0gPlim
2

j
j

=
−∞→

On a démontré ainsi que:
{ }�

j
j 0V =

Donc l’hypothèse 3 de la définition de l’analyse multirésolution est aussi vérifiée pour
notre premier exemple.

Exemple 2.

( ) ( ) ( )






 π>ξξ∀=ξ∈=

2
 ,  ,0f RLxfV 2

0
�

Soit ( )ξg
�  la fonction présentée dans la figure 2.2.3.

Figure 2.2.3. Le spectre de la fonction d’échelle dans l’exemple 2.

On calcule la fonction d’échelle :

( ) ( ) 




 π=

π






 π

=













−

π
=

π
=ξ

π
=

π−π
π

π−

ξ

π

π−

ξ ∫∫
2

x
csin

2

1

x

x
2

sin

ee
jx2

1
ed

jx2

1
de

2

1
xg

x
2

jx
2

j2

2

xj
2

2

xj

Sa représentation graphique  est dans la figure 2.2.4.

-6 -4 -2 0 2 4 6
-0 .2

-0 .1

0

0 .1

0 .2

0 .3

0 .4

0 .5

Figure 2.2.4. La fonction d’échelle dans l’exemple 2.

1

2

π−
2

π

( )ξg
�

ξ
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On peut facilement vérifier les hypothèses 1,2,3 et 4 de l’analyse multirésolution en
tenant compte de l’exemple 1 et de l’isomorphisme de Fourier entre ( )RL2  et ( )RL2 .

L’ensemble ( )
Zk2

kx
csin

2

1

∈












 −π  est une base orthonormée de l’espace 0V  (des fonctions

d’énergie finie et bande bornée) grâce au théorème d’échantillonnage (W.K.S). Donc
l’hypothèse 5 de la définition de l’analyse multirésolution est aussi vérifiée.

Remarque

Cette analyse multirésolution permet une bonne localisation en fréquence (support
compact de ( )ξg

� ) mais ne permet pas une bonne localisation en temps (le support de g(x)
est d’une longueur infinie). De plus, la fonction g(x) n’a pas une décroissance rapide.

Exemple 3.
( ) ( ) ( ) [ ){ }Zk ,1kk, chaquesur  I degre defonction  uneest  xfRLxfV 2

0 ∈+∈=

Un élément de 0V , ( )xf0 , peut avoir la représentation graphique présentée dans la figure
2.2.5.

Figure 2.2.5. Un exemple de fonction de 0V  dans l’exemple 3.

La fonction d’échelle de cette analyse multirésolution est présentée dans la figure 2.2.6.

Figure 2.2.6. La fonction d’échelle dans l’exemple  3.

Remarque
( ) ( ) ( )x1x1xg

2

1
'

2

1

2

1
'

2

1




 −



 −

∗=

Donc:

( )xf0

x

1

2
0

( )xg

x

1

-1 1
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( )

2

2

2
sin

g



















ξ

ξ

=ξ�

La représentation graphique de la fonction ( )ξg
�  est présentée dans la figure 2.2.7.

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figure 2.2.7. Le spectre de la fonction d’échelle dans l’exemple 3.

On peut vérifier facilement les hypothèses 1,2, et 3 de la définition de l‘analyse
multirésolution. En accord avec la figure 2.2.6 on peut écrire:

( ) ( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )x1x1x1x1xg 1,00,1 −++= −
Donc:

[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫
−

∞

∞−
==−++==γ=

0

1

1

o

1

0

2222
0gg 3

2
duu2dxx1dxx1dxxg0R

On a démontré que:

[ ]
3

2
0R 0gg =γ=

[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞− −
=+−=+=γ=

0

1
1gg 6

1
xdxx1dx1xgxg1R

(2.2.1)
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[ ] ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−
− =−=−=γ=−

1

0
1gg 6

1
xdxx1dx1xgxg1R

Pour:
1,0,1k −≠

on obtient:

[ ] ( ) ( ) 0dxkxgxgkR kgg =+=γ= ∫
∞

∞−
parce que les supports des fonctions ( )xg  et ( )kxg +  sont disjointes. Donc:

[ ]














±=

=

=

reste en,0

1n ,
6

1

0n   ,
3

2

nR gg

et la transformée de Fourier de la suite kγ est:

( )∑
∞

−∞=

ω−ωω− ++=γ
k

iiki
k ee

6

1

3

2
e

Donc:

( ) ω+=ω cos
3

1

3

2
m 2

Mais:
1cos1 ≤ω≤−

C’est pourquoi on peut écrire:

( ) 1m
3

1 2 ≤ω≤

ou:

( ) 1k2g
3

1 2

k
≤π+ξ≤ ∑

∞

−∞=

�

qui représente la condition pour que ( ){ } Zkkxg ∈−  soit une base de Riesz avec 
3

1
A =  et

1B = . On a vérifié ainsi l’hypothèse 5 de la définition d’une analyse multirésolution.

Remarque

Pour cet exemple la relation:

( ) ( )
2

k

2 k2gm ∑
∞

−∞=
π+ω=ω �

s’écrit:
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( ) ∑
∞

−∞=





 π+ω






 π+ω

=ω
k

2

2

2

2

k2

2

k2
sin

m

En revenant à la relation:

( ) ω+=ω cos
3

1

3

2
m 2

et tenant compte que:

( ) ( )ω−=ω∗ mm

pour des suites Rmk ∈ ( ( ) ∑
∞

−∞=

ω−=ω
k

ki
kemm ), nous pouvons trouver l’expression de

( )ωm . Soit:

( ) ( ) ( )( ) ω+=++⇒+=ω−⇒+=ω ωω−ωω− cos
3

1

3

2
beabeabeambeam iiii

ou:

ω+=+++ ω−ω cos
3

1

3

2
babeabea 2ii2

d’où:









=

=+

6

1
ab

3

2
ba 22

Les solutions du système sont:

6

33
b

32

1

2

1
a

−=

+=

Avec la notation:

32

1

2

1
32

1

2

1

a

b
'b

+

−
==

on peut écrire:

( ) ( )ω−+=ω ie'b1am

La base ( ){ } Zkkxg ∈−  n’est pas orthonormée. La base orthonormée correspondante est

( ){ } Zkkx ∈−ϕ , avec:

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∑

∞

−∞=
−=ϕ⇒↔

ωω
ω=ωϕ

k
kk kxgmxm

m

1
   ;

m

g
�

�
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La base duale de cette base orthonormée est ( ){ } Zkkx ∈−Ω avec:

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )∑
∞

−∞=
−=Ω⇒↔

ωω

ω=ωΩ
k

kk22
kxgMxM

m

1
   ;

m

g
��

On présente dans la suite la liaison entre les fonctions ( ) 0Vxg ∈  et 1V
2

x
g ∈





 . Ces

fonctions sont présentés à la figure 2.2.8

Figure 2.2.8. Les fonctions ( )xg  et 






2

x
g .

On peut écrire:

( ) ( ) ( )1xg
4

1
xg

2

1
1xg

4

1

2

x
g

2

1 −+++=






En passant dans le domaine de la fréquence on obtient:

( ) ( )ξ




 ++=ξ ξ−ξ ge

4

1

2

1
e

4

1
2g jj ��

Soit:

( ) ξ−ξ ++=ξ jj
0g e

4

1

2

1
e

4

1
m

On peut écrire:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξ




 ξ+=ξ⇔ξξ=ξ g

2

cos1
2g  gm2g 0g

����

Donc:
( ) ( ) ( )ωω=ω gm2g 0g

��

ou:

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )ωϕ

ω

ωω
=

ω
ω=ωϕ �

�

�

 
2m

m m

2m

2g
2

0g

Donc:
( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕ ϕ

��

0m2

avec:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∑

∞

−∞=
ϕϕϕϕ −ϕ=





ϕ⇒↔ω

ω

ωω
=ω

k
000

0g
0 kxm

2

x

2

1
  mm   ;

2m

mm
m

kk

On peut observer que:

g(x)

x

1

-1 1








2

x
g

x

1

-2 2

(2.2.2)

(2.2.3)
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( )kx,
2

x

2

1
m

k0 −ϕ




ϕ=ϕ

On peut démontrer que 
k0mϕ est à décroissance rapide. Donc: ( ) ∞

ϕ ∈ω Cm0 . Ce résultat

peut être utilisé pour démontrer que:
( ) ∞∈ω Cm0g

et que:
( ) ∞

Ω ∈ω Cm0

En revenant à la relation (2.2.3) on peut écrire:

( ) 




 ω






 ω=ω

2
g

2
mg 0g

��

ou:






 ω






 ω=





 ω

4
g

4
m

2
g 0g

��

d’où:

( ) 




 ω






 ω






 ω=ω

4
g

4
m

2
mg 0g0g

��

ou:

( ) ∏
=






 ω





 ω=ω
N

1J
NJ0g

2
g

2
mg

��

Pour ∞→N on obtient:

( ) ( )�
��

∞

=





 ω=ω
1J

J0g 0g
2

mg

Si g(x) est une fonction régulière, alors ( ) 00g ≠� .

Remarque
Pour 0=ω  la relation (2.2.4) peut être écrite:

( ) ( ) ( )0g0m0g 0g
�� =

Donc:
( ) 10m0g =

Le filtre ( )ω0g m  est donc un filtre passe-bas.

(2.2.4)

(2.2.5)
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2.2.1.  Un point de vue algorithmique

En utilisant le dernier exemple, on obtient la relation entre les fonctions génératrices pour
divers jV . Nous avons l’intérêt de connaître les coefficients pour le développement de la

fonction g(x) dans la base ( ){ } Zkkxg ∈− . En partant de la relation:
( ) ( )ω⋅=ω g1g

��

parce que:
1n ↔δ

on peut écrire:

( ) ( )∑
∞

−∞=
−δ=

n
n nxgxg

Donc les coefficients cherchés sont nδ . Ces coefficients peuvent être obtenus par
l’échantillonnage de la fonction g(x) (voir la figure suivante).

Figure 2.2.1.1. Les coefficients sont obtenus par l’échantillonnage de la fonction g(x).

Maintenant nous trouverons les coefficients du développement de la fonction g(x) dans la
base du 1V . On peut utiliser la relation:

( ) 




 ω






 ω=ω

2
g

2
mg 0g

��

où:

∑
∞

−∞=

ω−
=





 ω

k

k
2

i

0g0g em
2

m
k

La relation équivalente dans le domaine du temps est:

( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

k
0g kx2gmxg

2

1
k

Donc les coefficients cherchés sont:














−≠

±=

=

=

1,0,1k,0

1k,
4

1

0k,
2

1

m
k0g

Remarque

( ) n ,xg δ

1

-1 10

. . . . . .

x

n-2 2
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Ces coefficients peuvent être obtenus par le suréchantillonnage de la fonction ( )xg
2

1 (voir

la figure suivante).

Figure 2.2.2. Le suréchantillonnage de la fonction d’échelle.

Exemple 4.

0V - l’espace vectoriel des splines d’ordre m par morceaux.
La fonction d’échelle correspondante est:

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )x1x1...x1x1xg m
1,01,01,01,0 =∗∗=

( ) n ,xg δ

1

-1 10

. . . . . .

x

n-2 21/2-1/2 3/23/2
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3.  Décomposition orthogonale du ( )RL2

On considère une analyse multirésolution de ( )RL2  avec l’espace 0V  engendre par une
base orthonormée ( ){ } Zkkxg ∈− . On note 0mϕ  par 0m . On peut donc écrire:

( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕ ��

0m2

et:

( ) R   ,1k2
2

k
∈ω∀=π+ωϕ∑

∞

−∞=

�

Pour ω→ω 2  la relation (3.2) peut être écrite:

( ) 1k22
2

k
=π+ωϕ∑

∞

−∞=

�

où:

( )( ) 1k2
2

k
=π+ωϕ∑

∞

−∞=

�

Donc:

( ) ( )∑
∞

−∞=
=π+ωπ+ωϕ

k

2
0

2
1kmk

�

ou:

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 11p2m1p2ˆp2mp2
2

0

2

p

2
0

2

p
=π++ωπ++ωϕ+π+ωπ+ωϕ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

�

Mais ( )ω0m  est la réponse en fréquence d’un filtre numérique, qui est une fonction π2

périodique. C’est pour ca que la dernière relation peut être écrite comme:

( ) ( ) ( ) ( )( ) 11p2mp2m
2

p

2
0

2

p

2
0 =π++ωϕπ+ω+π+ωϕω ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

��

Pour π+ω→ω  la relation (3.1) est:

( )∑
∞

−∞=
=π+π+ωϕ

p

2 1p2
�

A l’aide des relations (3.1) et (3.4) peut être écrit:

( ) ( ) 1mm 2
0

2
0 =π+ω+ω

Donc la réponse en fréquence du filtre numérique ( )ω0m , qui fait la liaison entre les

bases orthonormées des espaces 0V  et 1V  doit subir à la condition (3.5).

Soit:

( ) ( )( )*0
i

1 mem π+ω=ω ω−

et:
( ) ( ) ( )ωϕω=ωψ ��

1m
Soit:

( )RLWW 2
1 ∩=−

où W est l’espace vectoriel engendre par l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ψ .

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)
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Proposition 3.1. i)   11 VW −− ⊥
ii)  ( ){ } Zkkx ∈−ψ  est une base orthonormée de 1W−
iii)  110 WVV −− ⊕=

Démonstration

01 VW ⊂−
En effet:

( ) ( )∑
∞

−∞=

ω−−
−

−=ω
n

in
0

1n
1 em1m

n1

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=

− −ϕ−=




ψ↔ωψ

−
n

0
1n nxm1

2

x

2

1
2

n1

�

Donc les fonctions 




 −ψ k

2

x
 sont des combinaisons linéaires des fonctions

( ){ } Znnx ∈−ϕ  et donc: 0
Zk

Vk
2

x ⊂













 −ψ

∈
 On a montre ainsi que chaque

combinaison linéaire des fonctions 
Zk

k
2

x

∈












 −ψ est en 0V . Donc: 01 VW ⊂− .

Calculons maintenant la somme de la série: ( )( )
2

k
k2∑

∞

−∞=
π+ωψ� . On obtient:

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
2

p
1

2
2

p
1

2
2

k
1

2

k

1p21p2mp2p2m

kkmk2

π++ωϕπ++ω+π+ωϕπ+ω=

=π+ωϕπ+ω=π+ωψ

∑∑

∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

��

��

Mais ( )ω1m  est une fonction périodique de période π2  parce qu’il s’agit de la réponse en
fréquence d’un filtre numérique, donc:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=
π++ωϕπ+ω+π+ωϕω=π+ωψ

p

22
1

2

p

2
1

2

k
1p2mp2mk2

���

ou:

( )( ) ( ) ( )2
1

2
1

2

k
mmk2 π+ω+ω=π+ωψ∑

∞

−∞=

�

Mais:

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
0

2*
0

2i2

0
i2

1 mmemem π+ω=π+ω=π+ω=ω ω−∗ω−

et:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2
0

2
0

2*
0

i2
1 m2m2mem ω=π+ω=π+ω=π+ω π+ω−
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Donc:

( ) ( ) ( ) ( ) R   mm1k2
2

0
2

0

2

k
∈ω∀π+ω+ω==π+ωψ∑

∞

−∞=

�

( ) ( ) ( ) R   ,1mm
2

1
2

1 ∈ω∀=π+ω+ω

Remarque
 On a retrouve les filtres QMF (codage sous-bande).

Pour 
2

ω→ω  la relation (3.8) devienne:

( ) 1k2
2

k
=π+ωψ∑

∞

−∞=

�

Donc l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ψ  est orthonormé.

( ) ( ) lklx,kx −δ=−ψ−ψ

Calculons maintenant le produit scalaire:

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−−−−−−
−ψ−ψ=−ψ−ψ dxlx2kx22lx22 ,kx22 1*1112

1
-12

1

En faisant le changement de variable:
ux2 1 =−

on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) lk
12

1
12

1

lx,kxlx22,kx22 −
−−−−

δ=−ψ−ψ=−ψ−ψ

Donc l’ensemble ( )
Zk

12

1

kx22

∈

−−













−ψ  est orthonormé.

Soit f(x) une fonction en 0V . Cette fonction peut être développée dans la base
( ){ } Zkkx ∈−ϕ . La relation correspondante à ce développement, dans le domaine de la

fréquence est:
( ) ( ) ( )ωϕω=ω �

fmf

Soit la fonction h(x) qui corresponde à la relation:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωψω=ωϕωω=ωω=ω 2mmmfmh f1f1

��

Donc la fonction h(x) peut être écrite comme une combinaison linéaire des fonctions

( )
Zk

12

1

kx22

∈

−−













−ψ qui sont en 1W− . On peut donc dire que ( ) 1Wxh −∈ . Pour chaque

( ) 0Vxf ∈  existe une fonction ( ) 1Wxh −∈  qui peut être écrite comme une combinaison

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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linéaire des fonctions ( )kx22 12

1

−ψ −−
 . On a démontré ainsi que l’ensemble

( )
Zk

12

1

kx22

∈

−−













−ψ est une base orthonormée de 1W− . L’hypothèse ii) est donc vérifiée.

Calculons maintenant:

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) 2
0

p
1

2
0

p
1

2
0

k
1

0
k

1
k

1p21p2m1p2m

p2p2mp2mp2kmkm

kkmkkmk2k2

π++ωϕπ++ωπ++ω

+π+ωϕπ+ωπ+ω=π+ωϕπ+ωπ+ω=

=π+ωϕπ+ωπ+ωϕπ+ω=π+ωϕπ+ωψ

∗∞

−∞=

∗∞

−∞=

∗∞

−∞=

∗∗∞

−∞=

∗∞

−∞=

∑

∑∑

∑∑

�

��

����

Donc:

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )π+ωπ+ω+ωω=

=π++ωϕπ+ωπ+ω+π+ωϕωω=π+ωϕπ+ωψ

∗∗

∞

−∞=

∞

−∞=

∗∗∞

−∞=
∑∑∑

0101

2

pp
01

2
01

*

k

mmmm

1p2mmp2mmk2k2
����

En utilisant la relation (3.6) on obtient:

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) R ,0mm11e

mmeemmek2k2

00
i

10
ii

00
i

k

∈ω∀=ωπ+ω−=

=π+ωω+ωπ+ω=π+ωϕπ+ωψ

∗∗ω−

∗∗π−ω−∗∗ω−∗∞

−∞=
∑ ��

Donc:

( )( ) ( )( ) ( ) R  ,0k2k2
k

∈ω∀=π+ωϕπ+ωψ ∗∞

−∞=
∑ ��

Pour 
2

ω→ω  on obtient:

( ) ( ) 0k2k2
k

=π+ωϕπ+ωψ ∗∞

−∞=
∑ ��

On peut écrire:

( ) ( ) 0dk2k2
k

=ω







π+ωϕπ+ωψ∫ ∑

π

π−

∞

−∞=

∗��

et aussi:

( ) ( ) ( ) 0dek2k2
2

1 nmj

k
=ω








π+ωϕπ+ωψ







π ∫ ∑
π

π−

ω−−∞

−∞=

∗��

ou:

( ) ( )[ ] ( )( )∑ ∫
∞

−∞=

π+ω−−
π

π−

∗ ωπ+ωϕπ+ωψ






π
=

k

k2nmj de k2k2
2

1
0

��

En utilisant le changement de variable:
ω→π+ω k2

on obtient:

(3.11)

(3.12)
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )nx,mxe,e
2

1

dee
2

1
de

2

1
0

jnjm

jnjm

k

1k2

1k2

nmj

−ϕ−ψ=ωϕωψ






π
=

=ωωϕωψ






π
=ωωϕωψ







π
=

ω−ω−

ω∗ω−
∞

∞−

∞

−∞=

π+

π−

ω−−∗ ∫∑ ∫

��

����

Donc pour chaque entiers m et n on a:
( ) ( ) ( ) Rx  ,0nx,mx ∈∀=−ϕ−ψ

Mais:

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗ −ϕ−ψ=−ϕ−ψ dxnxmxnx,mx

En faisant le changement de variable:

2

u
x =

la dernière relation devienne:

( ) ( ) ∫
∞

∞−

∗ 




 −ϕ





 −ψ=





 −ϕ





 −ψ





=−ϕ−ψ n

2

x
,m

2

x

2

1
dun

2

u
m

2

u

2

1
nx,mx

Donc:

( ) Zn,m   0n
2

x

2

1
,m

2

x

2

1
∈∀=





 −ϕ





 −ψ

On a démontré ainsi que les ensembles: 
Zm

,m
2

x

2

1

∈












 −ψ  et 

Zn

n
2

x

2

1

∈












 −ϕ sont

orthogonales. L’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  est orthonormé:

( ) ( ) plpx,lx −δ=−ϕ−ϕ

Mais:

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

∗ −ϕ−ϕ=−ϕ−ϕ dxpxlxpx,lx

Apres la substitution:

2

u
x =

on peut écrire:

( ) ( ) plp
2

x

2

1
,l

2

x

2

1

2

du
p

2

u
l

2

u
px,lx −

∞

∞−

∗ δ=




 −ϕ





 −ϕ=





 −ϕ





 −ϕ=−ϕ−ϕ ∫

L’ensemble 
Zk

k
2

x

2

1

∈












 −ϕ est donc orthonormé.

Soit f(x) une fonction en 0V . Cette fonction peut être développée dans la base
( ){ } Zkkx ∈−ϕ . La relation correspondante en fréquence est:

( ) ( ) ( )ωϕω=ω �

�

fmf

Soit la fonction h(x) définit par:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕωω=ωω=ω ��

��

ff00 mmmfmh

(3.13)
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Donc la fonction h(x) peut être écrite comme une combinaison linéaire des fonctions

( )
Zk

12

1

kx22

∈

−−













−ϕ qui sont en 1V− .

On peut facilement démontrer que l’ensemble 
Zk

k
2

x

2

1

∈












 −ϕ est une base orthonormée

de 1V− . On peut donc dire que l’espace 1W−  est engendré par l’ensemble

Zk

k
2

x

2

1

∈












 −ϕ . Donc 11 WV −− ⊥  (voir la relation (3.13). L’hypothèse i) est donc vérifiée

aussi.
Soit f(x) une fonction en 0V . On peut écrire:

( ) ( )∑
∞

−∞=
−ϕ=

k

0
k kxaxf

Soit ( )xf1  la projection de la fonction f(x) sur l’espace 1V− . On peut écrire:
( ) ( ) ( )xdxfxf 11 +=

L’erreur d’approximation du signal f(x) par le signal ( )xf1 , ( )xd1 , est orthogonale sur
l’espace 1V−  (du au théorème de projection), donc le signal ( )xd1 est dans l’espace 1W− .

On peut développer ces fonctions dans les bases ( )
Zk

kx
2

1

∈







−ψ et 
Zk

k
2

x

2

1

∈












 −ϕ :

( ) ( )∑
∞

−∞=





 −ϕ





 −ϕ





=

k
1 k

2

x
k

2

x
,xf

2

1
xf

( ) ( )∑
∞

−∞=





 −ψ





 −ψ





=

k
1 k

2

x
k

2

x
,xf

2

1
xd

parce que:

( ) ( ) ( ) 




 −ψ+





 −ψ=





 −ψ k

2

x
,xdk

2

x
,xfk

2

x
,xf 11

et le premier terme du membre droit est nul.
Introduisant (3.14) dans (3.15) et (3.16) on obtient:

( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=





 −ϕ





 −ϕ−ϕ





=

k l

0
l1 k

2

x
k

2

x
,lxa

2

1
xf

( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=





 −ψ





 −ψ−ϕ





=

k l

0
l1 k

2

x
k

2

x
,lxa

2

1
xd

En utilisant les notations:

( )∑
∞

−∞=

− 




 −ϕ−ϕ=

l

0
l

1
k k

2

x
,lxaa

et

( )∑
∞

−∞=





 −ψ−ϕ=

l

0
lk k

2

x
,lxad

On peut donc écrire:

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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( ) ∑
∞

−∞=

− 




 −ϕ





=

k

1
k1 k

2

x
a

2

1
xf

( ) ∑
∞

−∞=





 −ψ





=

k
k1 k

2

x
d

2

1
xd

Soit:

( )∫
∞

∞−

∗ −ϕ




ϕ





= dxpx

2

x

2

1
h p

Donc:

( ) ( )∫∫
∞

∞−

∗
∞

∞−

∗ 




 −ϕ−ϕ=





 −ϕ−ϕ dx

2

k2x
pxdxk

2

x
px

On utilise le changement de variable:
k2xX −=

et la dernière relation peut être écrite:

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∗
−

∗∗ =




ϕ−+ϕ=





 −ϕ−ϕ k2ph2dX

2

X
pk2Xdxk

2

x
px

La relation (3.19) devienne:

∑
∞

−∞=

∗
−

− =
l

k2l
0
l

1
k ha2a

Soit:

( )∫
∞

∞−

∗ −ϕ




ψ





= dxpx

2

x

2

1
h
~

p

Donc:

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∗
−

∗∗ =




ψ−+ϕ=





 −ψ−ϕ k2ph

~
2dX

2

X
pk2Xdxk

2

x
px

La relation (3.20) devienne:

∑
∞

−∞=

∗
−=

l
k2l

0
lk h
~

a2d

Remarques

A)  Les relations (3.23) et (3.24) donnent les modalités de calcul des coefficients des
projections de la fonction f(x) sur les espaces 1V−  et 1W− , 1

ka − et kd  à l’aide des

coefficients du développement de cette fonction dans la base de 0V , 0
ka .

B)  Les coefficients ph  et ph
~  sont lies avec les réponses en fréquence ( )ω0m  et ( )ω1m . En

effet:

( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−ϕ=−ϕ−ϕ





ϕ=





ϕ







p p
p pxhpxpx,

2

x

2

1

2

x

2

1

En fréquence:

( ) ( )∑
∞

−∞=

ω− ωϕ=ωϕ
p

pi
peh2

��

Mais:

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕ ��

1m2

Donc la suite { }
Zpph

∈
 est la réponse impulssionnelle du filtre numérique avec la réponse

en fréquence ( )ω1m .

C)  Les coefficients des signaux ( )xf1 et ( )xd1 sont obtenus par codage en sous-bandes de

la suite { }
Zk

0
ka ∈ . En effet les relations (3.23) et (3.24) correspondent au système

présenté à la figure 3.1.

Figure 3.1 Système de codage en sous-bandes qui transforme le signal { }
Zk

0
ka ∈  en générant les signaux

1
ka − et kd .

Si Rh k ∈ et Rh
~

k ∈  alors:

( ) ( ) ( )ω↔ω↔⇔ω↔ ∗∗
1k-0k-0k mh

~
    mh  mh

D)  La suite { } Zn
0
na ∈  peut être reconstruite à l’aide des suites { } Zn

1
na ∈
−  et { } Znnd ∈ .

( ) ( )∑
∞

−∞=
−ϕ=

n

0
n nxaxf

( ) ( ) ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

− 




 −ψ





+





 −ϕ





=+

n n
n

1
n11 n

2

x
d

2

1
n

2

x
a

2

1
xdxf

Mais:

( )∑
∞

−∞=
−−ϕ=





 −ϕ







p
0 pk2xmk

2

x

2

1
p

( )∑
∞

−∞=
−−ϕ=





 −ψ







p
1 pk2xmk

2

x

2

1
p

Donc:

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−










−−ϕ+−−ϕ=+

n p
1n

p
0

1
n11 pn2xmdpn2xmaxdxf

pp

En faisant le changement de variable:
pn2l +=

on obtient:

( ) ( ) ( ) ( )

( )∑ ∑

∑ ∑∑

∞

−∞=
−

∞

−∞=

−

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−

−ϕ





+=

=−ϕ+−ϕ=+

−

−−

n
n2l1n

l
0

1
n

n l
1n

l
0

1
n11

lxmdma

lxmdlxma(xdxf

n2l

n2ln2l

0
ka

∗
−kh2

∗
−kh

~
2

2↓

2↓

1
ka −

kd
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Par identification on obtient:

n2ln2l 1n
n

0
1

n
0
l mdmaa

−−
+= ∑

∞

−∞=

−

C’est la liaison entre les coefficients na , 1
na −  et nd . Le schéma d’implantation

correspondante est présentée à la figure suivante.

Figure 3.2. Schéma de décodage.

Donc la fonction f(x) peut être reconstruite exactement en utilisant les fonctions ( )xf1  et
( )xd1 , à l’aide des filtres ( )ω0m  et ( )ω1m  qui respectent les conditions:

( ) ( ) 1mm
2

0
2

0 =π+ω+ω

( ) ( ) 1mm
2

1
2

1 =π+ω+ω

( ) ( ) ( ) ( ) 0mmmm 1010 =π+ωπ+ω+ωω ∗∗

E)
110 WVV −− ⊕=

Démonstration

Φ=∩⊥⊂⊂ −−− 11-11-01-01 WV ;WV ;V  W;VV

11110 Wget   Vf   Vf −∈−∈∃∈∀  tel que: 11011 WVV  gff −− ∪=⇔+=
Donc l’hypothèse III) est aussi vérifiée.

F)  On peut démontrer aussi que:

011001 WWVWVV ⊕⊕=⊕= −−

C’est  à la cause que le produit scalaire est invariant aux dilatations. En iterant on peut
démontrer que:







⊕⊕=

≤≤
p

Jp0
0J WVV

Mais parce qu’il s’agit d’une analyse multirésolution:
( ) ( ) J

ZJ

22

J
J WRLRLV

∈
⊕=⇒=�

Donc l’ensemble { } ZJJW ∈  est une décomposition orthogonale de ( )RL2 .

(3.25)

1
na −

nd

2↑ ( )ω0m

2↑ ( )ω1m

0
na

(3.26)
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3.1.  L’algorithme FWT (Fast Wavelet Transform)

On suppose qu’on connaît la projection f(x) sur l’espace 
0JV , ( )xf

0J :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
ϕ=ϕϕ=

k
k,Jk,Jk,J

k
k,JJ xfxx,xfxf

00000

La projection de la fonction f(x) sur l’espace 1J0
V − , ( )xf 1J0 −  est identique à la projection

de la fonction ( )xf
0J  sur l’espace 1J0

V − . On peut donc utiliser pour obtenir les projections

de la fonction f(x) sur les espaces  0K  ,V KJ0
>− le schéma présenté dans la figure 3.1.1:

Figure 3.1.1. Le schéma d’implantation de l’algorithme FWT.

Remarque

( ) ( ) 




 −ψ=





 −ϕ=− k

2

x
,xfd ;k

2

x
,xfa k

1
k

( ) ( ) ( ) 1
k

1J

k,Jk,J a
2

1
k

2

x

2

1
,xfx,xff

0

00

−
−=

=




 −ϕ=ϕ=

Donc:
( ) ( )∑ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∗
−

∗
−

∞

−∞=

∗
−

−
− ====

l l
k2lk,0k2l

0
l

l
k2l

0
l

23.3
1

kk,1 hf2h2aha2a
2

1
f

On peut donc arriver à k,1f−  en partant de 0
ka à l’aide du filtre ( )ω∗

0m2 .

On a noté avec k,1J0
e −  les coefficients du développement de la fonction ( )xf

0J  dans la

base de l’espace 1J0
W − :

( ) ( )x,xfe k,1Jk,1J 00 −− ψ=

Soit:

2↓

2↓ 2↓ 2↓

( )ω∗
0m2

( )ω∗
1m2

2↓

( )ω∗
1m2 ( )ω∗

1m2

( )ω∗
0m2

0JV 1J0
V − 2J0

V −

1J0
W − 2J0

W − 3J0
W −

k,J0
f

k,1J0
f −

k,2J0
f −

k,1J0
e − k,2J0

e − k,3J0
e −
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( ) 





−ϕ=− k

2

x
,xfa

0

0

J
J

k

et:

( ) 





−ψ=− k

2

x
,xfd

0

0

J
J

k

Le schéma de la figure antérieure devienne:

Figure 3.1.2. Une partie de la schème présentée dans la figure 3.1.1.

Parce que on peut reconstituer le signal { } Zn
0
na ∈  en utilisant les suites { } Zn

1
na ∈
−  et { } Znnd ∈

(nous avons vu déjà ça) on peut utiliser le système d’identité présenté à la figure 3.1.3.

Figure 3.1.3. Système d’identité basé sur le codage et le décodage en sous-bandes.

Les suites 1
na −  et nd  ne représentent pas les coefficients des projections du signal ( ) 0Vxf ∈

sur les sous-espaces 1V− et 1W−  mais ces suites ont des valeurs proportionnelles avec ces
coefficients. Le dernier schéma est équivalent avec le schéma présenté dans la figure
suivante:

(3.1.1)

( )ω∗
0m2

( )ω∗
1m2

2↓

2↓

( )ω∗
1m2

2↓

0J
ka − 1J

k
0a −−

1J
k

0d −− 2J
k

0d −−

( )ω∗
0m2

( )ω∗
1m2

2↓ 2↑ ( )ω0m

2↓ 2↑ ( )ω1m

0
na

1
na −

nd

0
na
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Figure 3.1.4. Un autre schéma de système d’identité.

Ce système est utilisé dans les applications des ondelettes au debruitage.
On peut utiliser aussi le système d’identité présenté à la figure suivante.

Figure 3.1.5. Un autre schéma de système d’identité.

C’est le système utilisé  dans les applications d’analyse d’images. En revenant à la figure
3.1.2, on peut démontrer en utilisant la relation (3.1.1) que:

( )∑
∞

−∞=

−
−

−
−

+=
l

1
1J

ll2n0
1J

l
J
n l2n

000 mdmaa

On peut donc obtenir la suite { }0J
na  à l’aide des suites: { } Zn

1J
n

0a ∈
− , { } Zn

1J
n

0d ∈
− , { } Zn

2J
n

0a ∈
− ,

{ } Zn
2J

n
0d ∈

− ... { } Zn
KJ

n
0a ∈

− , { } Zn
KJ

n
0d ∈

− , en utilisant le schéma présenté à la figure suivante.

Figure 3.1.6. Le schéma de reconstruction.
L’algorithme présenté dans la figure 3.1.6. s’appelle IFWT (Inverse Fast Wavelet
Transform).

Remarque
Soit ( )xf

0J  la projection du signal f(x) sur l’espace 
0JV :

( )ω∗
0m2

( )ω∗
1m2

2↓ 2↑ ( )ω0m2

2↓ 2↑ ( )ω1m2

0
na

n,1f−

n,1e−

0
na

2

a 1
n
−

( )ω∗
0m

( )ω∗
1m

2↓ 2↑ ( )ω0m2

2↓ 2↑ ( )ω1m2

0
na

2

d n

0
na

(3.1.2)

...

2↑

2↑

2↑

2↑

2↑

2↑

( )ω0m
( )ω0m

( )ω0m

( )ω1m

( )ω1m

( )ω1m

KJ
n

0a −

KJ
n

0d −

1KJ
n

0d +−

1J
n

0d −

1KJ
n

0a +−

2KJ
n

0a +−

1J
n

0a −
0J

na
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−ϕ−ϕ=ϕϕ=

k

J2

J
J2

J

k,J
k

k,JJ kx22kx22,xfxx,xfxf 0

0

0

0

000

Si on utilise dans l’algorithme les coefficients:

( ) ( )kx22,xf 0

0
J2

J

−ϕ

alors ces coefficients dépendent d’échelle.

Démonstration

Soit:
( ) ( ) constante une   Cxf =

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
−ϕ=−ϕ dxkx22Ckx22,xf 0

0

0

0
J2

J
J2

J

En utilisant le changement de variable:
ux2 0J =

on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) CKdukuCdu2ku2Ckx22,xf 000

0
JJJ2

J

=−ϕ=−ϕ=−ϕ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

− (c.q.f.d)

où on a utilise la notation:

( ) Kduku =−ϕ∫
∞

∞−

Donc quand on désire l’indépendance des coefficients d’échelle on utilise l’algorithme
présenté dans la figure 3.1.5.

3.2.  La caractérisation des analyses multirésolution à l’aide des 
polynômes associés aux ondelettes

On a vu que pour engendrer l’espace 1V−  en partant de 0V  on utilise le filtre avec la
réponse en fréquence ( )ω0m  en utilisant la relation:

( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕ ��

0m2

Ce filtre doit satisfaire la condition:

( ) ( ) ( ) R    ,1mm
2

0
2

0 ∈ω∀=π+ω+ω
On sait que:

( ) 1m0 =ω
Donc:

( ) ( ) 0m       1m1 0
2

0 =π⇒=π+
Pour engendrer l’espace 1W−  en partant de 0V  on utilise le filtre avec la réponse en fréquence

( )ω1m .
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( ) ( ) ( )ωϕω=ωψ ��

1m2

avec:

( ) ( )π+ω=ω ∗ω−
0

i
1 mem

Donc:

( ) ( ) 0m0m 01 =π= ∗

et:

( ) ( ) ( ) 1m    1mem 10
i

1 =π⇒−=π+π=π ∗π−

Un exemple de filtres avec les réponses en fréquence ( )ω0m  et ( )ω1m  est présenté dans la figure
suivante:

-5 0 5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-5 0 5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

    a) b)
Figure 3.2.1. Exemple de filtres avec les réponses en fréquence ( )ω0m  et ( )ω1m .

Dans la figure a) est présentée la caractéristique ( ) 2
0m ω et dans la figure b) la

caractéristique ( ) 2
1m ω  ( ( ) ( ) 2

0
2

1 mm π+ω=ω ).

Proposition 3.2.1. Si ( ) 2
0m ω est strictement positive pour 



 π∈ω

2
 ,0 , alors:

i)  ( ) 0
2 >ωϕ π=ω

� et

ii)  ( ) ( ) { } ( ) 1    ;0Zk    0 0
2

k2
2 =ωϕ−∈∀=ωϕ =ωπ=ω

��

Démonstration

( ) 




 ωϕ




 ω





 ω





 ω==





 ωϕ





 ω






 ω=





 ωϕ





 ω=ωϕ

NN0200000
22

m ... 
2

m
2

m...
44

m
2

m
22

m
����

Pour:
π=ω

on obtient:

( ) 




 πϕ




 π





 π





 π=πϕ

NN0200
22

m ... 
2

m
2

m
��

Mais:
( ) 00 ≠ϕ�
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et ( )ωϕ�  est continue en 0. Donc pour N suffisamment grand 0
2 N

≠




 πϕ�  et:

( ) 0
22

m ... 
2

m
2

m

2

N

2

N0

2

20

2

0
2 >




 πϕ




 π





 π





 π=πϕ �� (c.q.f.d)

Donc la partie i) est démontrée.
La condition de régularité pour l’ondelette est (voir le premier chapitre):

( )( ) r0,k   ,00k ==ψ�

Mais:

( ) ( ) ( ) ( ) 00m    00m0      
22

m 11

0

1 =⇒ϕ=⇒




 ξϕ





 ξ=ξψ

=ξ
���

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )  00m    00m0    

  0'0m00m0'   
2

'
2

m
22

m'

'
1

'
1

1
'
1

0

1
'
1

=⇒ϕ=⇒

ϕ+ϕ=ψ⇒




 ξϕ





 ξ+





 ξϕ





 ξ=ξψ

=ξ

�

������

.

.

.

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0m0  ...00m0  ...
22

m k
1

k
1

k
0

k
1

k =⇒+ϕ=ψ⇒+




 ξϕ





 ξ=ξψ

=ξ
����

On a montré donc que:
( )( ) ( ) r,0k   00m k
1 =∀=

Mais:

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0m      m0      mem 00

0

0
i

1 =π⇒π=⇒π+ω=ω ∗=ω∗ω−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ...0m    

   mim0m      memiem
'
0

'
00

'
1

'
0

i
0

i'
1

=π⇒

⇒π+π−=⇒π+ω+π+ω−=ω ∗∗∗ω−∗ω−

Donc:
( ) ( ) ( )( ) 0m...mm r

0
'
00 =π==π=π

Mais:

( ) ( ) ( ) ( )  0m2     
22

m 0

2

0 =πϕπ=πϕ⇒




 ξϕ





 ξ=ξϕ

π=ξ
����

parce que:
( ) 0m0 =π

On a montré ainsi que:
( ) 02 =πϕ�

Pour π=ξ 4  on obtient:
( ) ( ) ( ) ( ) 04      022m4 0 =πϕ⇒=πϕπ=πϕ ���

Pour π=ξ 6  on obtient:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )πϕπ+π=πϕπ=πϕ 32m33m6 00

���

Mais ( )ξ0m  est la réponse en fréquence d’un filtre numérique. Donc il s’agit d’une
fonction π2 -périodique. On peut donc écrire:

(3.2.1)
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( ) ( ) 0m2m 00 =π=π+π
Donc:

( ) 06 =πϕ�

En continuant ainsi on peut démontrer que:
( ) ( ) { }0Zk   0k2 −∈∀=πϕ�

Pour trouver la valeur ( )0ϕ�  on utilise la relation:

( ) 1k2
2

k
=π+ξϕ∑

∞

−∞=

�

Parce que:

( ) ( ) 




 π+ξϕ





 π+ξ=π+ξϕ⇔





 ξϕ





 ξ=ξϕ k

2
k

2
m2k      

22
m 00

����

Donc:

1k
2

k
2

m

2

k

2

0 =




 π+ξϕ





 π+ξ

∑
∞

−∞=

�

Pour 0=ξ  on obtient:

( ) ( ) 1kkm
2

k

2
0 =πϕπ∑

∞

−∞=

�

ou:

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 11k21k2mk2k2m
2

2

k
0

2
2

k
0 =π+ϕπ++πϕπ ∑∑

∞

−∞=

∞

−∞=

��

Mais on a démontré déjà que:
( )( ) ( ) 0m1p2m 00 =π=π+

et:
( ) ( ) { }0Zp   0p2 −∈∀=πϕ�

Donc:

( ) ( ) ( ) 10  100m
222

0 =ϕ⇒=ϕ ��

On a démontré ainsi ii) aussi.

Remarques

A)  On peut démontrer aussi que:
( )( ) 1,2,3...p   , r1,k   0p2k ===πϕ�

Démonstration
On a:

( )( ) r0,k   ,0m k
0 ==π

Nous avons aussi:
( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕ ��

0m2

Donc:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωϕω+ωϕω=ωϕ 'm'm2'2 00

���

Pour:
π=ω
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on obtient:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0'm'm2'2 00 =πϕπ+πϕπ=πϕ ���

On a démontré que:
( ) 02' =πϕ�

Pour:
π=ω 2

on obtient:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )πϕπ+πϕπ=πϕ 2'2m22'm4'2 00

���

Donc:
( ) 04' =πϕ�

Par récurrence on peut démontrer que:
( ) ( ) { }0Zp   0p2' −∈∀=πϕ�

On peut continuer avec les dérivés d’ordre supérieur.

B)  On peut démontrer que les polynômes d’ordre inférieur ou égal à r sont dans 0V .

Démonstration

La transformée de Fourier par rapport à la variable y de la fonction ( )yx −ϕ  est:

( ) ( )∫
∞

∞−

ξ−−ϕ↔−ϕ dye yxyx yi

En faisant le changement de variable:
Yyx =−

on obtient:

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

ξ−ξ ξ−ϕ=ϕ−↔−ϕ �xiY-xi- edYe Yyx

Apres l’échantillonnage avec pas égal à 1 par rapport à la variable y de la fonction ( )yx −ϕ
on obtient la suite des fonctions ( ) Zk  kx ∈−ϕ . En utilisant la formule sommatoire de
Poisson on obtient:

( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
π−ϕ=−ϕ

k p

i2px-e p2kx
�

Mais:
( ) 0ppour    0p2 ≠=π−ϕ�

Donc:

( ) ( )∑
∞

−∞=
ϕ=−ϕ

k
0kx

�

Mais:
( ) 10 =ϕ�

Donc:

( )∑
∞

−∞=
=−ϕ

k
1kx
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La somme ( )∑
∞

−∞=
−ϕ

k
kx  est une combinaison linéaire des éléments de la base de 0V . On

peut dire que les polynômes d’ordre 0 sont dans 0V  . La transformée de Fourier par
rapport à la variable y de la fonction ( )yxy −ϕ  est:

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

ξ−ξ−ξ−ξ− ξ−ϕ−=ξ−ϕ=ξ−ϕ
ξ

=−ϕ↔−ϕ 'iexee
d

d
idyeyxyyxy xiixixyi ���

Apres l’échantillonnage avec pas égal à 1 par rapport à la variable y de la fonction
( )yxy −ϕ  on obtient la suite ( )kxk −ϕ . En utilisant la formule sommatoire de Poisson on

obtient:

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

π−π+ξ−ω− π−ϕ−π−ξ−ϕ=−ϕ
k p

xp2ixp2iik p2'ieep2xekxk
��

Pour:
0=ω

on peut écrire:

( ) ( ) ( )[ ]∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

π−π− π−ϕ−π−ϕ=−ϕ
k p

x29ixp2 p2ieep2xkxk
��

Mais:
( ) { }0-Zppour       0p2 ∈=π−ϕ�

Donc:

( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
ϕ−ϕ=−ϕ

k
0'i0xkxk

��

On a démontré ainsi que les polynômes de premier degré sont en 0V . On peut continuer
par récurrence.
La relation (3.2.1) nous permet d’écrire:

( ) ( )ω








 +=ω
ω−

P
2

e1
m

Ni

0

La régularité d’ondelette est donnée par le facteur:
Ni

2

e1









 + ω−

Pour 1N =  on obtient le filtre avec la réponse en fréquence:

( )
{ }





−∈

==↔








 +=ω
ω−

0Zk,0

1,0k        , 
2

1
m

2

e1
m

k0

i

0

Donc:

( ) ( )1x
2

1
x

2

1

2

x

2

1 −ϕ




+ϕ





=





ϕ







Cette relation est vérifiée par la fonction d’échelle correspondante à la base de Haar:
( ) [ ] ( )x1x 1,0=ϕ

Pour N=2, on obtient:

( ) ω−ω−
ω−

++=








 +=ω i2i
2i

0 e
4

1
e

2

1

4

1

2

e1
m

(3.2.2)

(3.2.3)
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Donc:

{ }












−∈

=

=

=

2,1,0Zk,0

2,1k            ,
2

1

0k               ,
4

1

m
k0

et:

( ) ( ) ( )2x
2

1
1x

2

1
x

4

1

2

x

2

1 −ϕ+−ϕ+ϕ=




ϕ







Cette équation est vérifiée par la fonction présentée dans la figure 3.2.2.

Figure 3.2.2. La fonction d’échelle de cet exemple.

On peut observer la ressemblance avec la fonction d’échelle correspondante à la base des
fonctions “splines” d’ordre 1. On peut donc dire que pour:

( ) 1P =ω
on obtient la généralisation des fonctions d’échelle correspondantes aux bases
orthonormées avec des fonctions “splines”. On cherche maintenant les fonctions ( )ω0m

qui correspondent aux filtres à réponses impulssionnelle finies. D’après la relation (3.2.2)
on peut écrire:

( )[ ] ( ) ( )2i
N2i2i

2Ni
2

0 eP
2

e1
eP

2

e1
m ω−

ω−
ω−

ω− +=








 +=ω

Mais:

( )ω=













+

=+

ω−ωω−

ω−
cos

2

eee

2

e1

2
i

2

i

2
i

i

Donc:

2

cos1
cos

2

e1 2
2i ω+=ω=+ ω−

et:

x

( )xϕ

  0 1 2

0.5
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( ) ( )2i
N

2
0 eP

2

cos1
m ω−





 ω+=ω

Les conditions pour les filtres avec la réponse en fréquence ( )ω0m  sont:
( ) ( ) 0met    10m 00 =π=

Ces conditions sont satisfaites par les polynômes de la forme:

( ) ...cos
2

cos1

2

cos1
...cos

2

cos1

2

cos1

2

cos1
m

nn

n1
2

0 +ω




 ω−






 ω+α++ω





 ω−






 ω+α+ω+=ω

La suite { } 1kk ≥α  doit être tel que:

( ) 2
0m0 ω≤

En effet la condition ( ) 10m0 =  est satisfaite parce que:

1
2

cos1
0 =ω+

=ω

et les autres termes s’annulent parce que:

0
2

cos1
0 =ω−

=ω

et la condition ( ) 0m0 =π  est aussi satisfaite parce que:

0
2

cos1 =ω+
π=ω

Alors on a:

( ) ( )

1cos
2

cos1

2

cos1
...cos

2

cos1

2

cos1

2

cos1

cos
2

cos1

2

cos1
...cos

2

cos1

2

cos1

2

cos1
mm

nn

n1

nn

n1
2

0
2

0

=ω




 ω+






 ω−α−−ω





 ω+






 ω−α−ω−+

+ω




 ω−






 ω+α++ω





 ω−






 ω+α+ω+=π+ω+ω

Donc la condition:

( ) ( ) 1mm
2

0
2

0 =π+ω+ω

est aussi vérifiée.

3.2.1.  Exemples

1.  Pour  Zk   0k
+∈=α on obtient:

( )
2

cos1
m

2
0

ω+=ω

Mais:

( ) ( ) ( )ω−ω=ω 00
2

0 mmm

Donc:

( ) ( ) ( )ω−ω

ω−ω

++=

++
=ω−ω ii

ii

00 ee
4

1

2

1

2
2

ee
1

mm

(3.2.4)

(3.2.5)



49

Soit:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ω−ωωω−ω
ω−

+αβ+β+α=β+αβ+α=ω⇒β+α=ω−⇒β+α=ω ii22ii2
0

i
0

i

0 eeeemem  em

Par identification on obtient:









=αβ

=β+α

4

1
2

122

Les solutions de ce système sont:

2

1
  et  

2

1
=β=α

Donc:

( )
2

e1
m

i

0

ω−+=ω

On a obtenu le filtre associe à la fonction d’échelle correspondante à la base de Haar.

2.  Soit:

2

cos1
X

ω+=

On obtient le polynôme:
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...1X2X1X...X1X2X11X2X11X2X11XXP n1n

n
2

2
2

21 +−−α++−−α+−−α+−−α+= −

parce que :
1X2cos −=ω

et:

X1
2

cos1 −=ω−

Pour 11 =α  on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1X2X1X...1X2X1X23XXP n2n
n

2
2

2 −−α++−−α+−= −
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Soit:

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ω−ωωω−ω
ω−

+αβ+β+α=β+αβ+α=ω⇒β+α=ω−⇒β+α=ω ii22ii2
0

i
0

i

0 eeeemem  em

Par identification on obtient:









=αβ

=β+α

4

1
2

122

Les solutions de ce système sont:

2

1
  et  

2

1
=β=α

Donc:

( )
2

e1
m

i

0

ω−+=ω

On a obtenu le filtre associe à la fonction d’échelle correspondante à la base de Haar.

2.  Soit:

2

cos1
X

ω+=

On obtient le polynôme:
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...1X2X1X...X1X2X11X2X11X2X11XXP n1n

n
2

2
2

21 +−−α++−−α+−−α+−−α+= −

parce que :
1X2cos −=ω

et:

X1
2

cos1 −=ω−

Pour 11 =α  on obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1X2X1X...1X2X1X23XXP n2n
n

2
2

2 −−α++−−α+−= −

Pour 0... n32 =α==α=α  on obtient:

( ) ( )X23XXP 2 −=
Il s’agit d’une ondelette à deux moments nuls. Cette ondelette mère est nommée
Daubechies 2 (DAU2).
On a:

( ) ( )ω−




 ω+=





 ω+−





 ω+=ω cos2

2

cos1

2

cos1
23

2

cos1
m

22
2

0

ou:

( ) ( )ω−




 ω+






 ω+=ω cos2

2

cos1

2

cos1
m

2
0

Soit:

( ) ( ) 2
02

2
01 m

2

cos1
m ω=ω+=ω  et ( ) ω−=ω cos2m

2
03

Donc:

( ) ( ) ( ) ( ) 2
03

2
02

2
01

2
0 mmmm ωωω=ω

ou:

(3.2.1.1)
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( ) ( ) ( ) ( )ωωω=ω 0302010 mmmm

Nous pouvons choisir (comme on a procédé dans l’exemple antérieur) :

( ) ( )
2

e1
mm

i

0201

ω−+=ω=ω

Ainsi:

( ) ( ) ( ) ω−=ω−ω=ω cos2mmm 0303
2

03

Soit:
( ) ω−β+α=ω i

03 em

Alors:
( ) ω−β+α=ω− i

03 em

et:
( ) ( ) ( ) ω−=β++αβ+α=ω−ω ω−ω cos2eemm 2ii2

0303

Donc:







−=αβ

=β+α

2

1
222

Les solutions sont:

2

31+=α  et 
2

31−=β

Donc:

( ) [ ]















=

=+

=↔−++=ω ω−

resteen  ,        0

1n  ,
2

3-1

0n  ,
2

31

nm  e
2

31

2

31
m 03

i
03

On a obtenu ainsi:

( ) 








 −++









 +









 +=ω ω−
ω−ω−

i
ii

0 e
2

31

2

31

2

e1

2

e1
m

Mais:














=

=

=↔+ ω−

resten  0,

1n ,
2

1

0n  ,
2

1

m
2

e1
n01

i

Donc:

[ ] [ ] [ ] [ ]















=

=

=

=∗=∗↔








 + ω−

resteen   0,

2n      ,
4

1

1n       ,
2

1

0n       ,
4

1

nmnmnmnm
2

e1
01010201

2i

On peut donc écrire:
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( ) [ ] [ ] [ ] [ ]



















=

=

=+

=+

=∗∗=↔ω

resteen        0,

3n      ,
8

3-1

2n      ,
8

3-3

1n     ,
8

33

0n      ,
8

31

nmnmnmnmm 03020100

Donc le filtre à réponse impulssionnelle [ ]nm0  a 4 coefficients. D’ici vienne la
dénomination DAU4, qui est aussi utilisée (par exemple dans la boite à outils WaveLab
du logiciel Matlab).

Remarque

On peut continuer par récurrence. Pour obtenir dans la relation (3.2.1.1) comme facteur
commun est nécessaire que le terme libre (le terme de degré 0) du polynôme:

( ) ( )1X2X1X23 2
2 −−α+−  soit nulle. Donc:

03 2 =α−
Pour 32 =α  et 0...43 ==α=α  on obtient le polynôme:

( ) ( ) ( )( )1X2X13X23XXP 22 −−+−=
ou:

( ) ( )23 X6X510XXP +−=
Donc:

( ) 
















 ω++ω+−





 ω+=ω

23
2

0 2

cos1
6

2

cos1
1510

2

cos1
m

etc.
On peut obtenir ainsi toutes les filtres de Daubechies ou les filtres miroir en quadrature
presque symétriques de Coifman.

3.2.2.  La régularité des bases. Le problème du produit infini pour
les filtres finis

On sait que la fonction d’échelle pour la base de Haar est:

( ) [ ] ( ) ( )
2

2
sin

ex1x 2
i

1,0 ω






 ω

=ωϕ↔=ϕ
ω−

�

et que le filtre numérique correspondent  a la réponse en fréquence:

( ) ( )
2

cos1
m ; 

2

e1
m

2
0

i

0
ω+=ω+=ω

ω−

On peut écrire:
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∏
∞

=

ω−
ω−

ω






 ω

=+

1j

 
2

i2
i

2

2
sin

e
2

e1
j

ou:

�
∞

=





 ω

ω

=

ω+

1j
2

2
j

2

2
sin

2
2

cos1

En utilisant la relation (3.2.2.1) on peut obtenir:

∏
∞

=

ω−
ω−



















ω

ω

=

















+

1j

N

2
iN

N

2
i

2

2
sin

e
2

e1
j

Mais si on utilise la fonction d’échelle présentée dans l’exemple 2 alors il faut
utiliser le produit infini:

�
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=





 ω−


















ω

ω

=




 ω−
















 ω+
=




 ω−
















 ω+
∏ ∏ ∏

1j
j

1j 1j 1j

4

j

2

j

j

2

j

2
cos2

2

2
sin

2
cos2

2
2

cos1

2
cos2

2
2

cos1

Le problème qui arrive est que le produit:

�
∞

=





 ω−
1j

j2
cos2

n’est pas convergente pour toutes les valeurs de l’intervalle [ ]ππ− , . Par exemple le
produit est divergent pour π=ω  (c’est un produit de facteurs de magnitude
supérieure à 1). Donc sa contribution à la fonction d’échelle n’est pas régulière.
La convergence de ce produit doit être considérée au sens des distributions.
Jusqu’à présent nous n’avons pas considéré que le cas des bases orthonormées
engendrées par la fonction ( )xϕ . On a aussi les bases de Riesz duales engendrées
par les fonctions ( )xg et ( )xΩ . Nous savons déjà que:

( ) ( )
( )ω
ω

=ωϕ
m

g
�

�

et que:

( ) ( ) ( )
( )ω

ωω=ω ϕ m

2m
mm 00g

Donc:

( ) ( ) ( )
( )ω

ωω=ω ϕ m

2m
mm 00g

Mais:
( )
( ) ( ) R    0

m

2m ∈ω∀>
ω
ω

et:

(3.2.2.1)

(3.2.2.2)

(3.2.2.3)
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( ) ( ) ( )
( )π

ππ=π ϕ m

2m
mm 00g

On peut donc affirmer que les conditions pour ( )ω0g m  sont équivalentes aux

conditions pour ( )ωϕ 0m , qui ont été déjà présentés. Nous avons déjà parlé de la

convergence du produit infini:

( ) ∏
∞

=





 ω=ωϕ
1j

j0
2

m
�

Dans le chapitre suivant on trouvera la signification dans ( )Zl2  de cette chose.
Comme conclusion on peut affirmer que la construction d’une fonction d’échelle
ou d’une ondelette mère reposent sur la connaissance des filtres à réponse en
fréquence ( )ω0m  et ( )ω1m . Pour déterminer les spectres de la fonction d’échelle et
de l’ondelette mère correspondante on peut utiliser les relations:

( ) ∏
∞

=





 ω=ωϕ
1j

j0
2

m
�

et:

( ) ∏
∞

=





 ω





 ω=





 ωϕ





 ω=ωψ

2j
j011

2
m

2
m

22
m

��

En faisant la transformée de Fourier inverse on obtient les expressions de la fonction
d’échelle et de l’ondelette mère. Malheureusement le calcul de ces produits est difficile.
Donc est très difficile d’obtenir les expressions analytiques des fonctions ( )tϕ  et ( )tψ .
En revanche, on peut calculer facilement la transformée en ondelettes discrète d’un
signal (en utilisant le système présenté à la figure 3.1.1.) parce que les expressions des
réponses en fréquence ( )ω0m  et ( )ω1m sont très bien connues (pour chaque couple
fonction d’échelle ondelette mère).
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4.  La décomposition de l’espace ( )Zl2

Le produit scalaire sur ( )Zl2  est défini par :

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∗ ==
n n

nvnunvnunv,nu

pour des suites réels.
Soit [ ]kh  la réponse impulssionnelle d’un filtre numérique et:

( ) [ ] [ ]∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ω−ω− ==ω
k k

ik
0

ik
0 e kme khm

son réponse en fréquence.
On considère que le filtre a la propriété:

( ) ( ) 1mm
2

0
2

0 =π+ω+ω

Par isométrie de Fourier on peut écrire aussi:

[ ] ( ) ( ) ( ) ωωω






π
=ωω







π
= ∗

π

π−

∞

∞−

∞

−∞=
∫∫∑ dmm

2

1
dm

2

1
km 00

2

0
k

2
0

On note par 0k2 mτ  l’action de l’opérateur de retard avec k2  sur la suite [ ]{ } Zn00 nmm ∈= .

Par exemple pour 1k = on obtient 02mτ  qui représente la suite obtenu de la suite 0m  en
retardant chaque élément avec 2 unités. Un exemple pour l’action de l’opérateur 2τ  est
présenté dans la figure 4.1.

Figure 4.1. Un exemple d’action de l’opérateur 2τ .

Dans ce cas on a:
1,03,00,02,0020 mmmmm,m +=τ

Pour 1k −= on obtient 02m−τ  Un exemple d’action de cet opérateur est présenté dans la
figure 4.2. On obtient:

1,03,00,02,0020 mmmmm,m +=τ −

  0    
0,0m 0,21,0 m m  

3,0m
 0

                         m

n  -1      0       1      2      3      4

0m

n

      -1      0      1       2      3    4       5      6

   0                0          1,0m         3,0m

             0          0,0m       2,0m            4,0m02mτ
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Figure 4.2. Un exemple de l’utilisation de opérateur 2−τ .

On calcule maintenant la fonction d’autocorrelation de la famille des suites { } Zk0k2 m2 ∈τ .

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) [ ] [ ]∑∑

∑∑

∞

−∞=
−

∞

−∞=

∞

−∞=

=−∞

−∞=
τ

+=+−++=

=+=+−−=

l
lm1lm00

l
0

l
0

0
l

0

l2k2n

0
k

0m

pRpRplmlm1plmlm

pl2ml2m2pk2nmk2nmpR

o
l

0

0k2

Mais:

[ ] [ ] ( ) 2
0lm mpR

0
ω↔

et:

( ) [ ] ( ) [ ] [ ] ( )π+ω==−↔− ω−∞

−∞=

∞

−∞=

π−ω−∑ ∑ 0
li

0
l l

illi
0

l
0

l me lmee lm1lm1

Donc:

[ ] ( ) ( ) 1mmpR
2

0
2

0m0k2
=π+ω+ω↔τ

Soit l’espace vectoriel:
{ } ( )Zlm2.v.eV 2

Zk0k21 ∩τ= ∈−

Soit le filtre avec la réponse en fréquence:
( ) ( ) [ ]{ } 1Zn10

i
1 mnmmem =↔π+ω=ω ∈

∗ω−

Soit l’espace vectoriel engendré par l’ensemble { } Zk1k2 m2 ∈τ :

{ } ( )Zlm2.v.eW 2
Zk1k21 ∩τ= ∈−

On observe que:

( ) ( ) 1mm
2

1
2

1 =π+ω+ω

Donc:
[ ] 1pR

1k2 m2 ↔τ

Mais:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ppRp1k2nmpk2nmpR
1k21k2 m21

k
1m2 δ=⇒δ↔↔−+−= τ

∞

∞=
τ ∑

et:

  0    
0,0m 0,21,0 m m  

3,0m
 0

                         m

n  -1      0       1      2      3      4

0m

       -3      -2   -1      0      1       2      3    4

n

  0            1,0m         3,0m           0

        0,0m       2,0m            0              002m−τ

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)



57

[ ] [ ] [ ]r2Rmmk2nmk2nmm,m m2
n

r2k2nk2n

rkk

2
n

1k2k2
k211

12

21
−==−−=ττ τ

∞

−∞=
−−−

+=∞

−∞=
∑∑

En utilisant la relation (4.5) on peut écrire que:

[ ]21
21

21
k2k2 kk

kk,0

kk,1
m,m

21
−δ=









≠
=

=ττ

Donc la famille { } Zkk2 m ∈τ  est orthonormée. On a démontré ainsi que les ensembles:

{ } Zk0k2 m2 ∈τ  et { } Zk1k2 m2 ∈τ  sont orthonormés. Donc ce sont des bases orthonormées

des espaces 1V− et 1W− . On calcule maintenant l’intercorrelation des suites { } Zk0k2 m2 ∈τ

et { } Zk1k2 m2 ∈τ .

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) [ ] [ ]∑∑

∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

=−

ττ

+−++=

=+=−+−=

l
10

l

l
10

10
k l

l2k2n

00m2,m2

lmplm1lmplm

l2mpl2m2k2nmpk2nm2pR
1k20k2

Mais:

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( ) ( )ωω↔=+ ∗∞

−∞=
∑ 1

l
0lm,lm10 mmpRlmplm

10

et:

( ) [ ] [ ] ( ) ( )∑
∞

−∞=

∗ π+ωπ+ω↔+−
l

1010
l mmlmplm1

Donc:
( ) ( ) ( ) ( )π+ωπ+ω+ωω↔ ∗∗

ττ 1010m2,m2 mmmmR
1k20k2

Mais:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) R   0me mme m

me mme mmmmm

0
i

00
i

0

0
i

00
i

01010

∈ω∀=π+ωω−π+ωω=

=π+ωπ+ω+π+ωω=π+ωπ+ω+π+ωω
ωω

π+ωω∗∗

Donc:
0R

1k20k2 m2,m2 =ττ

On a démontré ainsi que les ensembles { } Zk0k2 m2 ∈τ  et { } Zk1k2 m2 ∈τ  sont orthogonales.

Donc les espaces 1V−  et 1W−  sont orthogonaux et on peut écrire:

( ) 11
2 WVZl −− ⊕=

Soit [ ]{ } Zn00 nuU ∈= un élément du ( )Zl2 . On calcule la projection du 0U  sur l’espace 1V− ,

[ ]{ } Zn11 nuU ∈−− = :

[ ] [ ] [ ] [ ]∑
∞

−∞=
− ττ=

k
0k20k201 nm2nm2,nunu

Les coefficients de la projection sont : [ ] 0k20 m2,nu τ

Soit deux éléments de l’espace ( )Zl2
nu  et k2nv − . Leur produit scalaire peut s’exprimer

dans la forme:
[ ] [ ] k2n2k-nn nvnu v,u =∗= �

où:
[ ] [ ]nvnv −=�
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Démonstration

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] k2n
n n

k2nn nvnuk2vk2unk2vnuk2nvnuv,u =
∞

−∞=

∞

−∞=
− ∗=∗=−=−= ∑ ∑ ���   (c.q.f.d)

Le système de projection des signaux de ( )Zl2  sur l’espace 1V−  est présenté dans la figure

4.3. Le signal [ ]nu 0  peut être développé aussi dans la base [ ]{ } Znn ∈δ de  ( )Zl2 . Ses

coefficients sont dans ce cas [ ]{ } Zn0 nu ∈ . Donc à l’entrée du système de la figure 4.3. on a

les coefficients de la décomposition du signal [ ]nu 0  dans la base [ ]{ } Znn ∈δ  et à sa sortie

les coefficients de la décomposition de sa projection, le signal [ ]nu 1− , dans la base

{ } Zk0k2 m2 ∈τ du 1V− .

Figure 4.3. Le système de projection sur l’espace 1V− .

La transformée de Fourier à temps discret du signal [ ]nu 0  est :

( ) [ ]
ω−∞

−∞=
∑=ω

in

n
00 e nuU

Donc:
[ ] ( ) ( ) ( )ω=ωω↔ ∗ VmU2nv 00

( )ω=




 π+ω






 π+ω+





 ω






 ω=













 π+ω+





 ω↔ −

∗∗
10000k U

2
m

2
U

2
m

2
U

2
V

2
V

2

1
c

On peut calculer de la même manière la projection du 0U  sur l’espace 1W− ,
[ ]{ } Zn11 ndD ∈−− = :

[ ] [ ]∑
∞

−∞=
− ττ=

k
1k212k01 m2nm2 ,nuD

Les coefficients [ ] [ ]nm2 ,nue 12k0k τ=  peuvent être obtenus à l’aide des coefficients

[ ]{ } Zn0 nu ∈  en utilisant le système présenté à la figure 4.4.

Figure 4.4. Le système de projection du signal [ ]nu 0  sur l’espace 1W− .

La relation fréquentielle correspondante est:

( ) 




 π+Ω






 π+Ω+





 Ω






 Ω=Ω↔ ∗∗

− 2
U

2
m

2
U

2
mDe 111k

Donc le signal [ ]nu 0  peut être décomposé dans la somme:
[ ] [ ] [ ]ndnunu 110 −− +=

[ ]nu 0 ( )ω∗
0m2

[ ]nv

2↓ [ ] 0k21k m2,nuc τ= −

(4.6)

(4.7)

[ ]nu 0 ( )ω∗
1m2

[ ]nv

2↓ [ ] [ ]nm2,nue 1k20k τ=

(4.8)
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et les coefficients des développements des trois signaux dans les bases
[ ]{ } Znn ∈δ , { } Zk0k2 m2 ∈τ  et { } Zk1k2 m2 ∈τ  sont liés par le système présenté dans la figure

4.5.

Figure 4.5. Système de décomposition du signal [ ]nu 0  dans ses composantes dans les espaces 1V−  et

1W− .

Parce qu’il s’agit d’un codage en sous-bandes on peut obtenir une reconstruction parfaite
en utilisant le système présenté dans la figure 4.6.

Figure 4.6. Le schéma de reconstruction du signal [ ]nu 0 .

En effet en utilisant (4.6) et (4.8) on obtient:
[ ] ( ) ( ) ( ) ( )π+ωπ+ω+ωω↔ ∗∗ UmUmka 00

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )π+ωπ+ω+ωω↔ ∗∗ UmUmkb 11

Donc, à la sortie du système on a:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )ωω+π+ωπ+ωω+π+ωω+ωω=

=π+ωπ+ω+ωωω+π+ωπ+ω+ωωω
∗∗

∗∗∗∗

UmUmmmmUm

UmUmmUmUmm
2

11100
2

0

111000

On a démontré déjà que:
( ) ( ) ( ) ( ) 0mmmm 1100 =π+ωω+π+ωω ∗∗

Donc la transformée de Fourier du signal à la sortie du système est égale à :

( ) ( ) ( ) ( )ω=ω


 π+ω+ω UUm m
2

0
2

0

La reconstruction parfaite est donc réalisée. On peut écrire:
110 WVV −− ⊕=

Nous n’avons pas que d’itterer pour montrer que:
( ) 1JJ12211

2
0 W...WV...WWVWVZlV −−−−−−−− ⊕⊕⊕==⊕⊕=⊕==

On a obtenu ainsi la décomposition orthogonale de l’espace ( )Zl2 .

[ ]nu 0 ( )ω∗
0m2

( )ω∗
1m2

2↓

2↓

[ ]kc

[ ]ke

[ ]kc

[ ]ke

2↑

2↑

[ ]ka

[ ]kb

( )ω0m

( )ω1m

[ ]nu 0
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5.  La construction de la fonction d’échelle à l’aide du produit
infini

Nous voulons construire la fonction d’échelle ( )xϕ  en utilisant la formule:

( ) ∏
∞

=





 ω=ωϕ
1j

j0
2

m
�

où ( )ω0m  est une fonction tel que:

( ) ( ) ( ) ( ) N0,k  ,0m   ,10m    ,1mm )k(
00

2
0

2
0 ==π==π+ω+ω

Est-ce que l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  obtenu ainsi est une base orthonormée ?

Est-ce que la fonction ( )xϕ  est-elle régulière ?

Ce sont les questions dont la réponse est donnée dans ce chapitre.
Prenons l’exemple du filtre DAU2. Alors:

( ) 










+
+










 +=ω
ωω−

ba

e ba

2

e1
m

i-2i

0

On peut vérifier facilement que:
( ) ( ) ( ) 0mm   ;10m '

000 =π=π=
On peut écrire aussi:

( ) ω−ω−ω− +++=ω i3
03

i2
02

i
01000 emememmm

Les facteurs du produit de la relation (5.1) sont 




 ω
j0

2
m . Il faut trouver la signification

des fonctions 




 ω
j0

2
m . Pour 

2

ω→ω , la relation (5.2) devienne:

[ ]∑
=

ω−
=





 ω 3

0k

2
ik

00 e km
2

m

Cette fonction est périodique de période π4 . On peut donc dire que le support de sa

restriction à sa période principale est l’intervalle [ ]ππ− 2,2 . Pour 
j2

ω→ω  la relation (5.2)

devienne:

[ ]∑
=

ω−
=




 ω 3

0k

2
ik

0j0
j

e km
2

m

Le support de la restriction de cette fonction à sa période principale est l’intervalle
[ ]ππ− jj 2 ,2 .
On quitte maintenant l’exemple du filtre DAU2 pour établir quelques résultats plus
générales.
Soit la fonction:

( ) ( ) [ ] ( )ωω=ω ππ− ,0 1mp

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)
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La fonction ( )ξp  est la transformée de Fourier d’une fonction ( ) ( )RLxf 2∈ .
L’échantillonnage à pas unitaire de cette fonction donne la suite des échantillons [ ]km0 .
Donc:

[ ] ( )kfkm0 =
En utilisant le théorème W.K.S. on peut écrire:

( ) [ ] ( )[ ]
( )∑

∞

−∞= −π
−π=

k
0 kx

kxsin
kmxf

Soit la fonction:

( ) [ ] ( )ω




 ω=ω ππ− 2 ,201 1 

2
mp

La fonction ( )ξ1p  est la transformée de Fourier de la fonction:
( ) ( )x2f2xf1 =

L’échantillonnage avec le pas 
2

1 de cette fonction donne les échantillons:

( ) [ ]km2kf2
2

k
2f2 0==







On peut donc écrire:

( ) [ ]∑
∞

−∞= 




 −π














 −π

=
k

01

k
2

1
x2

k
2

1
x2sin

km2xf

Remarques

A.  Si:
( ) ∗∈ 0Vxf

alors:
( ) ∗∈ 11 Vxf

(voir la définition de l’analyse multirésolution).

B.  On peut itterer la procédure présentée.
      Soit:

( ) [ ] ( )ω




 ω=ω ππ jj 2 ,2-j0j 1 
2

mp

La fonction ( )ξjp  est la transformée de Fourier de la fonction:

( ) ( )x2f2xf jj
j =

L’échantillonnage avec le pas 
j2

1  de cette fonction donne les échantillons:

( ) [ ]km2kf2
2

k
2f2 0

jj
j

jj ==






On peut donc écrire:
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( ) [ ]∑
∞

−∞=






−π


















−π

=
k

j
j

j
j

0
j

j

2

k
x2

2

k
x2sin

km2xf

Donc:
( ) ∗∈ jj Vxf

C.  La remarque B donne la signification de la fonction [ ] ( )ξ




 ξ
ππ jk 2 ,2-j0 1 

2
m .

D.  ∗
0V est l’espace des fonctions à bande bornée ( ){ }π>ξ=ξ ,0ff

�

. On calcule maintenant

le produit scalaire:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
ξξ







π
=

=ξξ






π
=ξξ







π
=−

ξ∞

−∞=

π+

π−

ξ
∞

∞−

ξ−

∑ ∫

∫

def
2

1

def
2

1
fe,f

2

1
kxf,xf

ik
2

l

1l2

1l2

ik
2

ik

�

���

Apres le changement de variable:
ξ→π−ξ l2

on obtient:

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑∑ ∫
π

π−

ξ∞

−∞=

ξ∞

−∞=

π

π−












ξπ+ξ







π
=ξπ−ξ







π
=− del2f

2

1
del2f

2

1
kxf,xf ik

2

l

ik
2

l

��

ou:

( ) ( ) ( ) ( ) ωω






π
=ωπ+ω







π
=− ω

π

π−

ω
π

π−

∞

−∞=
∫∫ ∑ dem

2

1
del2p

2

1
kxf,xf ik

2

0
ik

2

l

On calcule maintenant le produit scalaire:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ξ




 ξ








π
=ξξ







π

=ξξ






π
=ξξ







π
=−

∫∫
π

π−

ξξ
∞

∞−

ξξ

de
2

m
2

1
dep

2

1

fe,p
2

1
fe,f

2

1
kxf,xf

2

2

ik
2

0
ik

2

1

1
ik

11
ik

111
���

En utilisant le changement de variable:

ν=ξ
2

on peut écrire:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )


















υν+νν+υυ






π
=

=υν






π
=−

υ
π

π

ν

π

π−

υ

π−

π−

ν
π

π−

∫∫∫

∫

demdemdem2
2

1

dem2
2

1
kxf ,xf

k2i
2

2

0
k2i

2

2

2

0
k2i

2

2

0

2ik
2

011

Mais:

(5.5)
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( ) ( ) ( ) ( ) ωπ+ω=ωπ−ω=υν ω

π

π−ω

π
π+ν=ων

π−

π−
∫∫∫ dem dem dem 2ik

2

2

0
0

2ik

2

2

0
0

2ik

2

2

0

et:

( ) ( ) ωπ+ω=νν ω

π

π−υ=ων
π

π
∫∫ dem dem 2ik

20

2
-

0
k2i

2

2

0

On obtient:

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]k2de
1

demm2
2

1
kxf,xf

2

2

2ik
2

2

2ik2
0

2
011 δ=ν

π
=



















ν


 π+ν+ν






π
=− ∫∫

π

π−

υ

π

π−

ν

Donc l’ensemble ( ){ } Zk1 kxf ∈− est orthonormé.

Remarque

A.  Parce que l’intégrale ( ) ωω






π
ω

∞

∞−
∫ dem2

2

1 2ik
2

0  représente la transformée de Fourier à

temps discrète de l’autocorrelation de la suite { } Zk0k2 m2 ∈τ  et parce que cette

autocorrelation est égale à [ ]k2δ  on peut affirmer qu’il s’agit d’un ensemble de suites
orthonormé.

B.  On peut montrer aussi que l’ensemble ( ){ } Zk1 kxf ∈−  est une base dans ∗
1V .

C.  On peut montrer aussi que l’ensemble { } Zk0k2 m2 ∈τ  est une base orthonormée.

D.  En itterant on peut obtenir des résultats ressemblants pour les ensembles
( ){ } ZkJ kxf ∈− et les espaces ∗

JV . Tenant compte de la correspondance entre les bases

( ){ } Zkkxf ∈−  et [ ]{ } Zkkn ∈−δ  respectivement ( ){ } Zk1 kxf ∈−  et { } Zk0k2 m2 ∈τ  on peut établir

la base correspondante à la base ( ){ } ZkJ kxf ∈− .

E.  On peut montrer aussi que la transformée de Fourier de la fonction ( )xf J  pour ω=ξ
est égale à:

( ) [ ] ( )ω




 ω=ω ∏
=

ππ

J

1j
2 ,2-j0J jj1 

2
mf

�

Tenant compte de la remarque D on peut écrire:
[ ] ( ) ( )kxf,xfk JJ −=δ

Mais:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ωω






π
=ωω







π
=− ω

π

π−

ω∗ ∫ def
2

1
ef,f

2

1
kxf,xf ki

2
2

2
J

ki
JJJJ

J

J

���

Tenant compte de la remarque E la dernière relation devienne:

[ ] ∫ ∏
π

π−

ω

=
ω




 ω=πδ
J

J

2

2

ki
2

j0

J

1j
de

2
m k2

Par le changement de variable ω=ν −J2  on obtient:
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[ ] ( ) [ ] ( ) ννν=πδ ν
ππ

π

π− =

−∫ ∏ d2e 1 2mk2 Jk2i
 ,-

2J

1j

jJ
0

J

ou:

[ ] ( ) ( ) νν











υ=πδ ν

π

π−

−

=
∫ ∏ dem2m2k2 k2i

2

0

21J

1l

l
0

J J

Par le changement de variable:
ν=ω 2

on obtient:

[ ] ( ) [ ] ( )

( ) ωω=

=ωω











ω=πδ

ω
π

π−

−

=

−−

ω
π

π−
ππ

−

=

−−

−

−

∫

∫ ∏

de2m2

de1 2m2k2

k2i
22J

0l

1l
0

1J

k2i
2

2
 ,-

21J

1l

1l
0

1J

1J

1J

�

Donc le produit considéré est borné. Mais:

( ) ( ) 




 ωϕω=ωϕ
nn

2
f

�

�

�

On peut montrer qu’il existe un voisinage de 0 tel que ( )ωϕ�  soit strictement positif sur ce

voisinage. Donc il existe une constante C’ tel que:

( ) 2
'C0 ωϕ<< �  pour π≤ω≤π−

Si [ ]ππ−∈ω JJ 2 ,2  alors on utilise la formule:

( ) ( ) 




 ωϕω=ωϕ
nn

2
f

�

�

�

Si [ ]ππ−∉ω nn 2 ,2  alors ( ) 0f n =ω
�

. Donc:

( ) ( )ωϕ≤




 ωϕω ��

�

nn
2

f

On a démontré ainsi que pour chaque n et pour chaque ω:

( ) ( )
'C

fn
ωϕ

≤ω
�

�

Donc la suite ( ){ } Znnf ∈ω
�

 est une suite de fonctions de ( )RL2  qui sont bornées en norme.

Cette suite converge conformément au théorème de convergence dominée de Lesbegue:
( ) ( ) 0f

n2n
∞→

→ωϕ−ω �

�

Donc:
( ) ( )xxf

n
n ϕ→

∞→

dans le sens des distributions tempérées.
On a démontré ainsi que l’ensemble ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  est une base orthonormée de V0.
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6.  Bases biorthogonales

Prenons de nouveau l’exemple du filtre DAU2. En utilisant la notation

2

cos1
X

ω+=  on obtient:

( ) ( ) ( )ω−




 ω+=−= cos2

2

cos1
X23XX2DAU

2
2

Mais:
2i2i2ii2

2

e1

2

e1

4

ee2

2

cos1









 +









 +=








 ++=




 ω+ ω−ωω−ω

et:

2

ee4

2

ee
2cos2

iiii ω−ωω−ω −−=+−=ω−

Donc:

( ) 








 −−









 +









 +=ω
ω−ωω−ω

2

ee4

2

e1

2

e1
m

ii2i2i
2

0

Pour factoriser ( ) 2
0m ω on peut utiliser la formule:

( ) ( ) ( )ω−ω=ω 00
2

0 mmm

Il faut déterminer les coefficients βα et    tel que:

( )( )
2

ee4
e e 

ii
ii-

ω−ω
ωω −−=β+αβ+α

On obtient:







−=αβ

=β+α

2

1
222

avec les solutions:










−=β

+=α

2

31
2

31

Donc:












+
−+











+
−+









 +=








 −++









 −++=−− ωω−ωω−
ω−ω

ii
2

ii
ii

e
31

31
1e

31

31
1

2

31
e

2

31

2

31
e

2

31

2

31

2

ee4

ou:











−

−+









−
−++=−− ωω−

ω−ω
ii

ii
e

2

324
1e

2

324
1

2

32

2

ee4

En fin:

( )( ) ( )( )ωω−
ω−ω

−−−−+=−− ii
ii

e321e321
2

32

2

ee4

Donc on obtient le filtre causal:
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( ) ( )( )
2

32
e321

2

e1
m i

2i

0
+−−









 +=ω ω−
ω−

En général, le codage en sous-bandes est réalisé par le système présenté dans la figure
6.1.

Figure 6.1. Le schéma d’un système de codage en sous-bandes, et de décodage.

Les conditions pour les filtres avec les réponses en fréquence ( ) ( ) ( ) ( )ωωωω 2211 ket  h ,k ,h
����

sont:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2hhhh  ;hk  ;hk 12211221 =π+ωω+π+ωωπ+ω=ωπ+ω=ω

��������

Soit:

( ) ( ) ( )ω=π+ωω Phh
2

1
21

��

La dernière condition (6.2) devienne:
( ) ( ) 1PP =π+ω+ω

On peut considérer que ( )ωP  est le polynôme qui engendre le filtre DAU2. Alors:

( ) 








 −−









 −









 +









 −









 +=ω
ω−ωω−ωω−ω

2

ee4

2

e1

2

e1

2

e1

2

e1
P

iiiiii

Considérons que:

( )
2

e1

2

e1
h

2

1 ii

1

ω−ω ++=ω
�

et que:

( ) 








 −−









 −









 +=π+ω
ω−ωω−ω

2

ee4

2

e1

2

e1
h

2

1 iiii

2
�

ou:

( )
4

2ee
2h

ii

1
++=ω

ω−ω
�

et:

( )
8

e6e2e2e
2h

i2iii2

2

ωωω−ω− −+++−=π+ω
�

d’où:

( )
8

e6e2e2e
2h

i2iii2

2

ωωω−ω− −+−−−=ω
�

Donc:













==== − 4

2
h,

2

2
h,

4

2
hH 1

1
1
0

1
11

et:

(6.1)

    . . .

  . . .

[ ]nu
1h

�

2h
�

2↓

2↓

2↑

2↑

1k
�

2k
�

[ ]nu

(6.2)
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











−=−==−=−== −− 8

2
h,

4

2
h,

4

3
h,

4

2
h,

8

2
hH 2

2
2
1

2
0

2
1

2
22

L’avantage de cette type de factorisation en comparaison avec la factorisation qui conduit
à la relation (6.1) est qu’on obtient des filtres symétriques (les calculs sont plus faciles, il
faut charger la mémoire seulement avec une moitié des coefficients) mais on perde la
propriété d’orthogonalité. Dans ce cas le système de la figure 6.1. devienne celui-ci de la
figure 6.2.

Figure 6.2. Le système de codage en sous-bandes et de décodage inspiré par les dernières relations.

La réponse en fréquence ( )ω1m  est définie comme suite:

( ) ( )( ) ( )π+ω=π+ω=ω ∗ω−∗ω−
0

i
0

i
1 m~em~em

et:
( ) ( )( ) ( )π+ω=π+ω=ω ∗ω−∗ω−

0
i

0
i

1 memem~

Si les fonctions ( )ξ0m et ( )ξ∗
0m~  sont les transformées de Fourier des fonctions ( )xa  et ( )xa~

alors:
( ) ( ) [ ]kk-xa~ ,xa δ=

On peut maintenant parler des plusieurs espaces. A l’espace 0V  engendré par la base

orthonormée ( ){ } Zkkx ∈−ϕ  correspondent les espaces 0V
~  et 0W  engendrés par les bases

orthonormées ( ){ } Zkkx~
∈−ϕ  et ( ){ } Zkkx ∈−ψ . De plus l’espace 0W  a aussi comme

correspondent l’espace 0W
~  engendré par la base orthonormée ( ){ } Zkkx~

∈−ψ . Les bases

( ){ } Zkkx ∈−ϕ  et ( ){ } Zkkx~
∈−ϕ  sont biorthogonales:

( ) ( ) [ ]lkl-x~ ,kx −δ=ϕ−ϕ

Les bases ( ){ } Zkkx ∈−ψ  et ( ){ } Zkkx~
∈−ψ  sont biorthogonales aussi:

( ) ( ) [ ]lkl-x ,kx −δ=ψ−ψ

La projection sur 0V  parallèlement à 0V
~  d’une fonction f de ( )RL2 est:

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
−ϕ−ϕ=

k
0 kxkx~,xfxf

parce que:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑

∑

∞

−∞=

∞

−∞=

−ϕ=−ϕ−ϕ−ϕ=

=−ϕ−ϕ−ϕ=−ϕ

k

k
0

lx~,xflx~,kxkx~,xf

lx~,kxkx~,xflx~,xf

La projection sur 0V
~  parallèlement à 0V  d’une fonction f qui est en ( )RL2 est:

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
−ϕ−ϕ=

k
0 kx~kx,xfxf

~

    . . .

  . . .

[ ]nu
( )ω0m2

( )ω1m~2

2↓

2↓

2↑

2↑

( )ω0m~2

( )ω1m2

[ ]nu
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On peut écrire des relations pareilles pour les projections sur 0W  et 0W
~ . Pour obtenir les

fonctions génératrices pour ces bases on peut utiliser les réponses en fréquence des filtres
( )ω0m  , ( )ω0m~  , ( )ω1m  et ( )ω1m~ . Les relations sont:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ωϕω=ωψωϕω=ωψ




 ω=ωϕ




 ω=ωϕ ∏∏
∞

=

∞

=

~̂m~2~̂et    ˆm2ˆ  ;
2

m~~  ;
2

mˆ 1
1j

1j0
1j

j0

�

On obtient aussi les relations:
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0j  ,0kx2~  ,lx~

0j  ,0kx2~,lx

0kx~,lx

j

j

≥∀=−ψ−ϕ

≥∀=−ψ−ϕ

=−ψ−ϕ

On obtient une analyse pareille à l’analyse multirésolution traditionnelle.
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7.  Dérivation et intégration dans les analyses multirésolution

Parce que:

( ) ( ) ∏
∞

=





 ω=ωϕ↔ϕ
1j

j0
2

mˆx

et:
( ) ( )ωϕω−↔ϕ ˆix'

on peut écrire:

( ) ( )( )ωϕ=




 ωω↔ϕ ∏
∞

=1j
j0 '

2
mi- x'

Mais la forme générale de la réponse en fréquence ( )ω0m  est:

( ) ( )ω








 +=ω
ω

P
2

e1
m

Ni

0

Donc:

( )( ) ( )∏
∞

=

ω






 ω


















+ω−=ωϕ

1j
j

N

2
i

2
P

2

e1
i'

j

On peut montrer que:

∏
∞

=

ω



















ω






 ω

=

















+

1j

NN

2
i

2

2
sin

2

e1
j

C’est à la cause que pour 1N =  on obtient pour la partie régulière de ( )ω0m  l’expression

2

2
sin

ω

ω

 (voir l’exemple de la fonction d’échelle qui conduit à la base de Haar) et que pour

N=2 on obtient pour la partie régulière de ( )ω0m  l’expression 

2

2

2
sin



















ω

ω

(voir l’exemple

des fonctions constantes par morceaux). En utilisant la formule (7.1) la derniere relation
devienne:

( )( ) ( )

∏

∏ ∏

∞

=

−

ωω−

∞

=

∞

=

−






 ω



















ω






 ω














−=

=




 ω



















ω

ω
ω−=




 ω



















ω

ω

ω−=ωϕ

1j
j

1N

2
i

2
i

1j 1j
j

1N

j

N

2
P

2

2
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ee

2
P

2

2
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2
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2
P

2

2
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i'

(7.1)

(7.2)
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On peut observer que:

( )( ) ∏
∞

=

−ω
ωω−






 ω


















+














−=ωϕ

1j
j

1N

2
i

2
i

2
i

2
P

2

e1
ee'

j

Donc ( )( )ωϕ'  a la forme de la transformée de Fourier d’une fonction d’échelle. Soit:

( )∏
∞

=

−ω

ωϕ=




 ω


















+

1j
1j

1N

2
i

2
P

2

e1
j

On peut écrire:
( ) ( ) ( )ωϕω=ωϕ 011 m2

où:

( ) ( )ω








 +=ω
−ω

P
2

e1
m

1Ni

01

et:

( )( ) ( )ωϕ













−=ωϕ

ωω−
1

2
i

2
i

ee'

Donc on a obtenu, en dérivant, une nouvelle analyse multirésolution.

(7.3)
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8.  Paquets d’ondelettes

On présente dans la suite une nouvelle notion, celle de paquets de fonctions. Il
y a deux catégories de telles paquets : les paquets d’ondelettes et les paquets en
cosinus (ou les paquets d’ondelettes de Malvar).

8.1. Les ondelettes de Malvar

Une décomposition de type Malvar, du signal x(t), sur l’intervalle [ ]T ,0 ,
associée à la partition [ ] k

k
I  = T ,0 ∪  est:

  ∑ τψτ
k ,m

k ,mk ,m )( c = )x(

où:
[ ]1+kkk a ,a =I

et:
                                      )(g )( w= )( k ,mmk ,m τττψ                                         (8.1.1)

Donc les ondelettes de type Malvar sont définies comme produits entre les
fenêtres ( )τmw et les atomes ( )τk,mg :

                                    ( )m
mm

k ,m a 
2

1
 +k  

I
 cos 

I

2
 = )(g −τ





πτ                      (8.1.2)

Les fenêtres sont définies comme suite:

       

[ ]

[ ]

( ) [ ]

� � �� � �

� � ��������� � 	��� 
 	

��� ������������� � 
 	��� 	

� �� �������� � 	��� 
 	

�

� � �

� �

� � � �

τ

τ τ

τ

τ τ

∈ −

∈ −

− ∈ −













+

+ + + +

�

�

�

� � � �

                 (8.1.3)

où:

                  
( )

� � �� � � � � � 
 � �
�

	
�

�

��� ���τ
π π τ
�

�
�

−






























                            (8.1.4)
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Quelques exemples d’ondelettes de type Malvar sont présentés dans la figure
suivante. On a utilisé différentes types de fenêtres, l’ondelette a été placée en
différentes positions, l’atome a eu différentes fréquences fondamentales.

Figure 8.1. Quelques ondelettes de type Malvar a) on a utilisé une fenêtre presque
d’un sinus; b) la même ondelette avancée en temps; c) une fenêtre plus rectangulaire;

d) un atome de fréquence plus basse.

Les images présentées dans la figure 8.1. ont été obtenues en utilisant le
programme suivant (WaveLab/Matlab):

x=MakeCosinePacket (2,2,8,'Sine',2,1024);      (la fabrication de l’ondelette de la
                                                                                                               figure a))
subplot(221);           (la représentation graphique)
plot(x);
title('a))
y=MakeCosinePacket (2,1,8,'Sine',2,1024);     (la fabrication de l’ondelette de la
subplot(222);    figure b))
plot(y);          (sa représentation graphique)
title('b)');
z=MakeCosinePacket (2,2,8,'Sine',4,1024);     (la fabrication de l’ondelette de la

    figure c))
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subplot(223);
plot(z);
title('c)');               (sa représentation graphique)
u=MakeCosinePacket (2,2,4,'Sine',2,1024);  (la fabrication de l’ondelette de
                                                                          la figure d))
subplot(224);                                         (sa représentation graphique)
plot(u);
title('d)');

Soit Um une suite d’opérateurs définis sur [ ]r+a r,a2
mmL − , qui

transforment le signal )x(τ  dans la suite de fonctions:

{ } ( ) ( ) ( ]
( ) ( ) [ ]




−∈−−−
∈−−

mmmmmm

mmmmmm
mU

a r,a    ,  a 2 x)(b ) x(a 2b

r+a ,a    ,  a 2 xa 2b+) x()(b
=)x(

τττττ
τττττ

τ           (8.1.5)

On peut écrire:
                                            { } ∑

k
kmkmmU )( d =)x(  , , τϕτ                                         (8.1.6)

où:
                                              )(g )( = )( k ,mIk ,m m

ττχτϕ                                          (8.1.7)

On a noté par )(
mI

τχ  la fonction caractéristique de l’intervalle Im. { })x(Um τ

représente le segment du signal )x(τ  correspondent à l’intervalle Im. L’intervalle [ ]T ,0

est partagé  comme suite:

                                          

[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

.

.

.

T ,4/T3 = I   ; 4/T3 ,2/T = I

2/T ,4/T = I   ; 4/T ,0 = I

T ,2/T = I   ; 2/T ,0 = I

T ,0 = I

12
1

11
1

12
0

11
o

1
1

1
o

o
o

                                 (8.1.8)

On considère les ondelettes de type Malvar (obtenues en utilisant la relation (8.1.1) et
la partition (8.1.8)). On peut réunir ces fonctions dans un paquet en cosinus.

8.2.  Les paquets d’ondelettes

Une généralisation immédiate mais très utile de la notion d’ondelette ou
de la notion d’analyse multirésolution est donnée par la notion de paquets
d’ondelettes. Pour introduire cette notion est utile de faire la notation suivante:
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( ) ( ) ( ) 1,0 = e  , m  m = m e1
1

e
oe ωωω −

L’observation la plus importante qui se trouve à la base de l’édifice des paquets
d’ondelettes est l’artifice de partage.
On suppose que l’ensemble de fonctions ( ){ } Zkkf ∈−τ   est une base de Riesz de

l’espace de  Hilbert S. Alors les fonctions:

                        




 −ττ k

2
f 

2

1
 = )(f oo

k    et     Zk    , k
2

f 
2

1
 = )(f 11

k ∈




 −ττ              (8.2.1)

où:

                                              ( ) 




 ω






 ωω

2
 f 

2
m = f e

e ��

                                             (8.2.2)

constituent une nouvelle base de Riesz de l’espace S:

{ }  Z k 
1
k

o
k  )(f ),(f ∈ττ

Une analyse multirésolution classique est obtenue par le partage des espaces Vm, en
utilisant l’artifice décrit plus haut. On obtient les espaces  Vm - 1 et Wm - 1 . On peut
continuer dans la même manière pour l’espace  Vm - 1.

Les paquets d’ondelettes sont les fonctions éléments des bases de Riesz
obtenues quand on utilise l’artifice de partage pour les espaces Wm aussi.
Commençant par l’espace Vm ,on obtient, après l’application de L fois de l’algorithme
de partage, les fonctions:

                        ( )
( )

( )k22 = LmL
 e... ,e

2

Lm
L

  k ,m ;e... ,e L1L1
−τψτψ −

−

                                  (8.2.3.)

(éléments des certaines bases de Riesz).
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avec:

                                         ( ) ( ) ( )ωϕωωψ −Ll-
e

     L    

1 = l

L
 e... ,e 2  2 m =

lL1

��                           (8.2.4)

Ainsi, après L itérations de l’algorithme de partage on obtient ��  fonctions

génératrices  et leurs translatées, par des entiers multiples de �� �− , comme
éléments de la base de Riesz de l’espace Vm. La liaison entre les paquets d’ondelettes
et les fonctions d’échelle respectivement les fonctions ondelettes correspondantes est:

)( = )( L
o ..., ,o τψτϕ   et  )( = )( L

o ..., ,o ,1 τψτψ

En fait, il n’est pas nécessaire de partager chaque sous-espace pour chaque valeur du
m. A la figure 8.2.1. est présentée une modalité de partage de l’espace V3 qui
corresponde à un schéma de génération des paquets d’ondelettes. On a noté par * les
espaces éléments d’une analyse multirésolution:

� � � � �
� �� � �� ⊕ ⊕ ⊕

On a note par ° les espaces qui peuvent participer à la construction d’un paquet
d’ondelettes. La base de Riesz de l’espace Vo qui corresponde au paquet d’ondelettes
considéré dans cet exemple est :

( ) ( ) ( ) ( ){ }
Zk1 ,o ,1

3
o ,o ,1

2
1,1

1
o k , k , k2 , k4 ∈−τψ−τψ−τψ−τψ .

Un autre paquet d’ondelettes peut être construit si on utilise les fonctions marquées
avec + dans la figure 8.2.1. La base de Riesz de l’espace V3 correspondante pour ce
nouveau paquet d’ondelettes est:

( ) ( ) ( ) ( ){ }
Zk

3
1 ,1 ,o

3
o ,1 ,o

2
o,1

1
1 k , k , k2 , k4 ∈−τψ−τψ−τψ−τψ

Figure 8.2.1.   Schéma pour la génération des paquets d’ondelettes.
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Pour les fonctions duales il faut appliquer une procédure similaire. Les transformées
en ondelettes directe et inverse, correspondantes au paquet d’ondelettes présenté dans
le premier exemple peuvent être vues dans la figure 8.2.2.

L’avantage principal des paquets d’ondelettes est que nous avons une liberté
plus grande pour le choix de la base de décomposition du signal à traiter.
Il y a des critères pour choisir la base en accord avec le signal à traiter.
M. Wikerhauser a proposé un tel critère appelé “le choix de la meilleure base”.
Un exemple d’utilisation de ce critère est présenté dans la suite. Cet exemple
est basé sur l’utilisation du programme suivant (WaveLab/Matlab):

Figure 8.2.2.  Les transformées en ondelettes discrètes directe et inverse correspondantes au
premier exemple.

Transformée directe

Transformée
inverse
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x=makesignal('Bumps',512); (la fabrication du signal à traiter)
subplot(211); (sa représentation graphique)
plot(x);
title('signal a traiter');

D=4 (on fixe le nombre de niveaux de
décomposition)

qmf=makeonfilter('Daubechies',8); (l’analyse en paquets d’ondelettes)
wp=wpanalysis(x,D,qmf);

stree=calcstattree(wp,'Entropy'); (le choix de la meilleure base)
[btree,vtree]=bestbasis(stree,D);
pkt=packbasiscoeff(btree,'wavelet',x);
subplot(212);

plotpackettable(wp); (la représentation graphique du
résultat de l’analyse)

title('analyse en paquets');

Les résultats obtenus par l’utilisation du programme présenté plus haut sont
présentés dans la figure suivante.

Figure 8.2.3. Exemple d’analyse en paquets d’ondelettes du signal Bumps.
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8.2.1.  Le choix de la meilleure base

Soit �  un ensemble de bases de l’espace Hilbert séparable X. On présente
quelques propriétés utiles de l’ensemble � :

- Le calcul rapide des produits scalaires avec les éléments des bases de � ,
- Une bonne localisation en temps des éléments des bases de � ,
- Une bonne localisation en fréquence des éléments des bases de � ,

       - Indépendance, tel qu’il n’y a pas beaucoup des éléments dans une base similaires
          à une certaine morceau du signal à analyser.

Pour choisir la meilleure base il est nécessaire d’apprécier en quelle mesure
chaque base de �  a les propriétés énoncés plus haut. Avant de définir une représentation
optimale il est nécessaire d’apprécier le coût d’enregistrement d’une certaine
représentation. Nous appellerons ce coût, coût d’information. On peut associer à une
séquence [ ]u k  , une fonctionnelle de coût par:

[ ]( ) ( ) 0 = 0    , ku  = (u)M
  k

µµ∑
∈ Z

(8.2.1.1)

où µ est une fonction réelle définie sur [0, ∞).
Pour chaque élément x  X∈  on définie:

[ ]u k  =  b , xk

où bk est le k-ieme élément de la base B de � .

Le coût d’information de la représentation du x dans la base B este ( )M kb , x .

On a définit ainsi la fonctionnelle  Mx sur � :

( )  x,b  MB    , RB :M kx →→ (8.2.1.2)

et on a obtenu le coût d’information M de x dans la  base B. La meilleure base en �  pour

le signal x , par rapport au coût d’information M, est la base B pour la quelle ( )M kb , x

a une valeur minime. On présente dans la suite quelques fonctionnelles de coût
d’information.
Exemple 1. Le nombre d’échantillons supérieurs à un certain seuil.

On fixe un seuil ε  et on compte les éléments de la séquence [ ]� �  dont la valeur dépasse
le seuil.







ε<

ε≥
µ

   w     ,    0

     w     ,  w
 = (w)

Cette fonctionnelle est appelée en anglais “soft thresholding”.

Exemple 2. La concentration dans l’espace l p , 0 < p < 2.
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P
P

P

u  = (u)M

  w = (w)µ

Exemple 3. L’entropie.

L’entropie de la séquence u[n] est  définie par:

∑
k

   
p(k)

1
 log p(k) = (u)E (8.2.1.3)

où:

[ ]
[ ]

0 = 
p

1
 log p    ; 

ku

ku
 =p(k)

2

2

  si  0 = p (8.2.1.4)

La fonctionnelle:

[ ]
[ ]

∑
k

2
2

ku

1
 log ku = l(u) (8.2.1.5)

est une fonctionnelle de coût d’information .

Exemple 4. Le logarithme de l’énergie.

[ ]∑
N

1 = k

2
ku log = (u)M

L’ensemble �  peut être appelé “bibliothèque” de bases. Si la bibliothèque est un arbre de
“hauteur” finie L (il y a L niveaux de décomposition), alors la meilleure base pour un
signal x peut être déterminée par le calcul du coût d’information dans chaque “nœud” de
l’arbre et par la comparaison du nœud “enfant” avec le “nœud” parent, de bas en haut.
Ainsi chaque nœud est examiné deux fois, la première fois étant considéré comme nœud
enfant et la deuxième fois comme nœud parent. Cet algorithme de recherche est
exemplifié dans les figures suivantes. Dans la figure 8.2.1.1. ont été placés des nombres à
l’intérieur des nœuds de l’arbre pour spécifier les coûts d’information. On marque par
astérisque tous les nœuds appartenant au niveau bas. Leur coût d’information est égal à
28. On essaye la réduction de cette valeur. Chaque fois qu’un nœud parent a un coût
d’information de  valeur inférieure au coût total d’information  de ses nœuds enfants cet
nœud parent est marqué par un astérisque. Si le nœud parent a un coût d’information
supérieur à celui de ses nœuds enfant alors celui-ci n’est pas marqué par un astérisque.
On lui donne le coût total d’information de ses nœuds enfant. Dans la figure 8.2.1.2. ces
coûts d’information transférés sont présentés entre parenthèses. Le résultat de la
recherche de la meilleure base est présenté dans la figure 8.2.1.2. On constate qu’on a eu
une réduction du coût d’information de la valeur 52 à la valeur 30.
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Figure 8.2.1.1 L’initialisation de l’algorithme de recherche de la meilleure base.

  *

      *

*      *

  *   *    *    *

Figure 8.2.1.2. Le résultat de l’algorithme de recherche de la meilleure base.
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On peut exemplifier les dernières choses présentées à l’aide du programme suivant
(WaveLab/Matlab):

x=makesignal('Bumps',512); (la fabrication du signal à traiter)
subplot(221); (sa représentation graphique)
plot(x);
title('signal a traiter');
[n,D]=dyadlength(x); (l’analyse en paquets d’ondelettes de type
qmf=makeonfilter('Daubechies',8);      DAU4)
wp=wpanalysis(x,D,qmf);
stree=calcstattree(wp,'Entropy'); (la construction de l’arbre de bases)
[btree,vtree]=bestbasis(stree,D); (le choix de la meilleure base en utilisant la

fonctionnelle d’entropie)
subplot(222); (la représentation graphique de l’arbre de
plotbasistree(btree,D,stree,'Bumps');   la meilleure base)
title('arbre meilleure base');
pkt=packbasiscoeff(btree,'wavelet',x); (la représentation graphique de l’analyse
subplot(223);   en paquets d’ondelettes en utilisant la meilleure
plotpackettable(wp);   base)
title('analyse en paquets');
subplot(224);
imagephaseplane('WP',btree,wp,'Bumps',64,qmf);  (la représentation du signal
title('le plan des phases, Bumps'); “Bumps” dans le plan temps-fréquence)

Les résultats obtenus en utilisant ce programme sont présentés dans la figure suivant.

Figure 8.2.1.3. L’analyse temps-fréquence du signal “Bumps” effectuée à l’aide de la meilleure base choisie
d’un paquet d’ondelettes de type DAU4, en utilisant la fonctionnelle d’entropie. On peut voir l’arbre de

cette meilleure base et l’analyse multirésolution correspondante.
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9.  L’algorithme de Mallat pour les signaux d’image

La représentation orthogonale basée sur ondelettes peut être généraliser pour
les signaux d’image. Une analyse multirésolution de l’espace ( )22 RL  est générée
à l’aide de la fonction d’échelle:

( ) )( )( =  , 2121 τϕτϕττϕ (9.1)

Les ondelettes mères attachées ont les expressions:

( )
( )
( )








τψτψττψ
τϕτψττψ
τψτϕττψ

)( )( =  ,

)( )( =  ,

)( )( =  ,

21213

21212

21211

(9.2)

où les fonctions )(τϕ  et )(τψ  génèrent une analyse multirésolution orthogonale
et la décomposition orthogonale correspondante.
L’ensemble :

( ) ( ){
( )}( ) 3 Z  , ,213

212211

n2 p,22                     

 ,n2 p,22 ,n2 p,22

∈
−−−

−−−−−−

−−

−−−−

pnm
mmm

mmmmmm

ττψ

ττψττψ

est une base orthonormée de l’espace ( )22 RL .

La fonction )(τϕ  génère l’analyse multirésolution de l’espace ( )RL2 , { } ZmmV ∈ .

La fonction ( )21  , ττϕ  génère l’analyse multirésolution  { } Zmm2V ∈  de l’espace

( )22 RL :

mmm2 VV = V ⊗

On a noté avec  ⊗  le produit tensoriel. En notant par:

( ) ( )21
 2

21 2 ,22 =  , ττϕττϕ mmm
m (9.3)

on peut affirmer que la famille de fonctions ( ){ }( ) 2 Z  ,21 p2 n,22 ∈
−−− −− pm

mm
m

m ττϕ

est une base orthonormée de l’espace 2Vm. L’approximation du signal ( )21  ,x ττ
de résolution m est caractérisée par les produits scalaires :

( ) ( ) ( )�
� �

�

�

�

�� � � � �� �� � � �τ τ ϕ τ ϕ τ
� � � �

� �− −− − (9.4)
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Les différences entre les approximations �
�+��  et �

�
�  représentent les

projections du signal ( )21  ,x ττ  sur les espaces engendrés par les bases
orthonormées:

( ){ }( ) 2 Z p ,n
m

2
m

11
m n2 p,22 ∈

−−− −τ−τψ  ,

( ){ }( ) 2Zp ,n
m

2
m

12
m n2 p,22 ∈

−−− −τ−τψ

( ){ }( ) 2 Z p ,n
m

2
m

11
m n2 p,22 ∈

−−− −τ−τψ .

Ces différences sont données par les trois images de détail:

( ) ( ){ } ( )
Dm

m m

n p

�

� � � � �
� �

�
x =  x , , n, p

,   Z
τ τ ψ τ τ− −− −

∈

( ) ( ){ } ( )
Dm

m m

n p

�

� � � � �
� �

�
x =  x , , n, p

,   Z
τ τ ψ τ τ− −− −

∈
(9.5)

( ) ( ){ } ( )
Dm

m m

n p

�

� � � � �
� �

�
x =  x , , n, p

,   Z
τ τ ψ τ τ− −− −

∈

La relation (9.2) montre que pour la génération des fonctions
( ) 3 ,2 ,1 =k     , 21 ττψ k , on utilise les filtres avec les réponses en fréquence:

( )
( )
( ) )(m )(m =  ,m

)(m )(m =  ,m

)(m )(m =  ,m

21112111

20112110

21102101

ωωωω
ωωωω
ωωωω

(9.6)

Pour chaque M > 0, l’image xoA  est complètement décrite par 3M+1
images discrètes :

{ } 1   
321 x  x, x, x, −≤≤−− mMmmmM DDDA

La décomposition de la séquence �
�+��  à l’aide des séquences  �

�
� , �

�

�
�  et

�
�

�
�  est réalisée à l’aide du système de la figure 9.1.

La transformée inverse est présentée à la figure 9.2. Les systèmes présentés
dans ces figures peuvent être utilisés à la décomposition d’une image à l’aide
de l’algorithme de Mallat respectivement à la reconstruction parfaite de celle-
ci.
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Figure 9.1. Système pour le calcul d’une itération de l’algorithme de Mallat pour les signaux d’images.
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Figure 9.2.  Système pour le calcul de la transformée en ondelettes inverse pour les signaux d’images. (Le
cas d’une seule itération).

Un exemple d’application de l’algorithme de Mallat est presenté dans la figure
suivante. Il s’agit de 3 iterations.
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Figure 9.3. L’image originelle (gauche) et sa transformée en ondelettes  (droite).
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10.  Quelques applications

On présente dans la suite quelques applications de la théorie des ondelettes dans le
domaine du traitement du signal. Il s’agit de l’augmentation du rapport signal/bruit et de
la compression.

10.1. L’augmentation du rapport signal/bruit

L’augmentation du rapport signal/bruit  est une opération de base en télécommunications.
La transformée en ondelettes discrète peut être utilisée pour l’augmentation du rapport
signal/bruit quand il s’agit de perturbations additives. On peut utiliser à ce but la méthode
proposée par David Donoho, qui a trois étapes:

1. on calcule la transformée en ondelettes directe du signal observé (la somme d’un
signal utile et un bruit),
2. on filtre le résultat,
3. on calcule la transformée en ondelettes inverse.
Cette méthode fonctionne due à la propriété de decorrelation de la transformée en

ondelettes discrète. Grâce à cette propriété pour un bruit d’entrée de nature quelconque le bruit
dans le domaine de la transformée en ondelettes tende vers un bruit blanc. On a beaucoup de
méthodes à la disposition pour filtrer le bruit blanc. Le filtrage prévu dans la deuxième étape est
non-lineaire et adaptatif. On peut utiliser un filtre avec l’une des relations entrée sortie suivante:

y =   

x,   x   

,   x   
      R

≥

<






∈ +

λ

λ
λ

�

(10.1.1)

( ) ( )y sgn= − ∈ + x  x    ,   Rλ λ (10.1.2)

( ) ( )
y =  

 x  x    ,   x

           ,                 x

sgn − ≥
<







λ λ
λ�

(10.1.3)

�� � �

������ ������������ �

� �
�
�������� �

�

�

≤

− >









λ

λ
λ

(10.1.4)
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( )
�� � �

������ �������������������������� �

���
� � �

����� �

����������������������������������� �

�
�

� �

� �

� �

�

≤

−
−

< ≤

>















λ

λ λ
λ λ

λ λ

λ

��� (10.1.5)

La plupart des filtres présentés plus haut, peut être transformée en filtres adaptatifs, si la valeur
du paramètre λ dépende de l’un de paramètre du signal à traiter. Ce paramètre peut être, par
exemple la puissance du signal perturbateur. Si par exemple le signal perturbateur est de type
bruit blanc de moyenne nulle et de variance σ et si dans l’étape 1 on utilise une transformée en
ondelettes discrète orthogonale, alors la puissance du signal perturbateur dans le domaine de la
transformée (qui est maintenant un bruit blanc Gaussien) sera σ 2. Si on utilise le filtre décrit
dans la relation (10.1.1) alors (conformément à la règle de 3σ) en choisissant λ σ> � , le bruit est
pratiquement entièrement supprimé. Evidement, le rapport signal/bruit du signal à traiter doit être
relativement important ainsi que l’enlèvement des échantillons de la transformée en ondelettes du
signal utile inférieurs en valeur absolue à 3σ, ne soit pas importante du point de vue de la
distorsion introduite. Cette méthode conserve les variations rapides du signal utile et élimine
presque complètement le bruit. La distorsion introduite par l’utilisation de la méthode déjà
décrite n’est pas importante. Ces caractéristique de la méthode de debruitage présentée prouvent
que cette méthode est l’une de meilleures méthodes d’augmentation du rapport signal/bruit
connues. Le plus fréquemment on utilise une transformée en ondelettes discrète orthogonale, le
filtre décrit dans la relation (10.1.3), et pour le paramètre λ on choisi la valeur:

λ σ� � � � � �� ��� �
�

⋅

où σ  représente la variance du bruit blanc qui perturbe le signal utile. N représente la durée du
signal à traiter. La méthode de debruitage proposée peut être utilisée aussi quand le bruit qui
perturbe le signal d’entrée n’est pas blanc.

On présente dans la suite quelques exemples de debruitage de quelques signaux
perturbés par des différentes bruits.

Dans la figure 10.1.1 est présenté le signal utile. Dans les figures 10.1.2, 10.1.3, et 10.1.4
sont présentés les signaux perturbateurs de type bruit uniforme, bruit en impulsions et bruit en
train d’impulsions. Dans les figures 10.1.5, 10.1.6 et 10.1.7 sont présentés, en haut, le signal de
la figure 10.1.1 perturbé par les bruits présentés dans les figures 10.1.2, 10.1.3 et 10.1.4 et en bas
les résultats correspondants de l’application de la méthode d’augmentation du rapport
signal/bruit présentée dans ce paragraphe.

.
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Figure 10.1.1. Le signal utile.

Figure 10.1.2. Signal perturbateur de type bruit uniforme.

Figure 10.1.2. Signal perturbateur de type bruit d’impulsions.

Figure  10.1.3. Signal perturbateur de type train d’impulsions.
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Figure 10.1.4. L’augmentation du rapport signal/bruit quand le signal perturbateur est uniforme.

Figure 10.1.5 L’augmentation du rapport signal/bruit quand le signal perturbateur est de type bruit
d’impulsions.

Signal reconstruit en utilisant 66 echantillons

Signal reconstruit en utilisant 65 echantillons
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Figura 10.1.6. L’augmentation du rapport signal/bruit pour signal perturbateur de type train d’impulsion.

On peut remarquer la bonne qualité de la méthode d’augmentation du rapport signal/bruit. On
observe que cette méthode fait une compression en même temps.
Dans les systèmes de télécommunications la puissance du signal émis est connue à la réception,
mais la puissance du bruit induit dans la chaîne de transmission n’est pas connue. Dans le cas de
ces systèmes est mieux de choisir la valeur du paramètre λ  en fonction de la valeur du puissance
du signal émis P, que de la valeur σ . On présente dans la suite un exemple d’utilisation d’un tel
algorithme. A la figure 10.1.7. est présenté le signal utile, et à la figure 10.1.8 ce signal, perturbé
par bruit blanc. Le rapport signal bruit dans le cas de la figure 10.1.8 a la valeur 1,8.

Figure 10.1.7. Le signal utile.

Signal reconstruit en utilisant 65 echantillons
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Figure 10.1.8. Le signal perturbé par bruit blanc.

A la figure 10.1.9. est présenté le résultat de l’application de la méthode de debruitage basée sur
l’algorithme évoqué plus haut. On observe les qualités de la méthode de debruitage proposée. Le
rapport signal/bruit à la sortie est de 10,5. Donc l’augmentation du rapport signal/bruit obtenue
est de 5,83.

Figure 10.1.9. Le signal reconstruit après l’utilisation de l’algorithme évoqué plus haut.
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10.2.  La compression de données

 On présente dans la suite une méthode de compression à perte d’information contrôlée.
Cette méthode a les étapes suivantes:

1. On calcule la transformée en ondelettes discrète directe du signal à traiter [ ]� � ,
[ ]� � .

2. On réalise la compression en négligeant les échantillons du signal obtenu à la
fin de la première étape qui sont inférieurs à un seuil imposé.
3.  On calcule la transformée en ondelettes discrète inverse et on obtient le signal

[ ]�� � .
Le seuil de la deuxième étape est imposé dans une manière adaptative. Sa valeur est
choisie tel que l’erreur quadratique moyenne d’approximation du signal [ ]� �  par le signal

[ ]�� �  ne dépasse pas un pour-cent de l’énergie du signal [ ]� � .
On peut utiliser les relations suivantes:

[ ] [ ]∑∑
−− 1N

0 = k

2
1N

0 = k

2
x ky =kx =E (10.2.1)

[ ] [ ]∑∑
−− 1M

0 = k

2
1M

0 = k

2
x̂ kŷ =kx̂ =E (10.2.2)

parce que chaque transformée orthogonale conserve l’énergie.

On peut écrire aussi:

[ ] [ ] [ ]




 >

non si  ,  0

P  ny  si   ,ny
 = nŷ

Soit [ ]
�
�� �  la séquence obtenue par le positionnement en ordre décroissante des

échantillons du signal [ ]�� � . L’erreur quadratique moyenne d’approximation du signal
[ ]� �  par le signal [ ]�� �  est proportionnelle à:

[ ]∑
−

ε
1N

M = k

2
o kŷ = 

La valeur du paramètre M est obtenue comme solution de l’équation :

100

E
 =  max x

  M
ε

∈ Z

On présente dans la suite quelques exemples d’application de la méthode déjà décrite.
Dans les figures 10.2.1, 10.2.2 et 10.2.3  sont présentés trois exemples de signaux à
comprimer, [ ]� �  (en haut) et correspondantes [ ]�� �  (en bas). Pour chaque compression est
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spécifié le nombre d’échantillons utilisé pour la reconstruction. On constate qu’on a
obtenu des valeurs importantes pour le facteur de compression.

Figure 10.1.1. La compression d’un sinus. Le facteur de compression est égale à 10,66.

Figure 10.2.2. La compression d’un signal carré. Le facteur de compression est égal à
8,53.

Signal à traiter

Reconstruction realisée en utilisant 24 echantillons

Signal à traiter

Reconstruction realisée en utilisant 30 échantillons
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Figure 10.2.3. La compression d’un signal modulé en fréquence. Le facteur de
compression est égal à  8,53.

Signal d’entrée

Reconstruction realisée en utilisant 30 echantillons
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