Studiul transformatei Fourier discrete

1. Scopul lucrarii

Se studiaza aplicatiile ale TFD in analiza armonicad a semnalelor si In efectuarea
unor operatii liniare asupra acestora: convolutia si corelatia. Se utilizeaza in acest scop
mediul de programare Matlab.

2. Definitii si proprietati ale TFD

Se considerd o secventd x:Z — C astfel incat x[n]=0 pentru n<N, si n>N,. Se

defineste TFD a sa ca fiind secventa X : Z — C definita prin

> afule "V, N <k
x|nle , N<k<N
X[k]=1.5, 1 ’ (1)
0, in rest
cu
N=N,-N, +1 ()

Uneori se prelungeste prin periodicitate, de perioadd N data de relatia (2), semnalul x[n]

si se obtine semnalul %[n]:

0

i[n]= D] x[n-mN] (3)
Notand: o
T =, 4
se considera semnalul:
X[k]= n%x[n] why (5)

unde 1n suma anterioard, notatia n = <N > semnifica faptul cd insumarea se face pentru N

valori consecutive ale semnalului x[n] (o perioadd). Se vede cd semnalul X [k] este

periodic, de perioada N, si se poate ardta ca:

X[k]=X[k], N, <k<N, (6)
Formulele de reconstructie ale semnalului initial din TFD a sa sunt :
1 & Lk
x[n] =— Z X[k]ka (7)
N =3,
- 1 S -
x[n]:— Z X[k]ka" (8)
N )
In cazul utilizarii ultimei relatii rezulta:
x[n]=)E[n]{0[n—Nl]—J[n—N2]} 9)

(cu o [n] s-a notat treapta unitate discreta).



Se considerd, in continuare, secventele x, [n] cu transformatele corespunzatoare
X, [k], i=1,2. Se prezinta principalele proprietdti ale TFD, exprimate insd asupra
semnalelor periodice asociate ¥, [n], respectiv X, [£].

a) Liniaritatea

ax, [n]+b%,[n] <> aX, [k]+bX,[k], a,beC (10)

b) Teorema intarzierii
)?[n—no]<—>wk"°)~([k], n,e’Z (11)

c¢) Teorema deplasarii
w g [n] > X[k-k)], k,€Z (12)

d) Teorema convolutiei circulare

Notand cu ® operatia de convolutie circulard a secventelor periodice, de aceeasi perioada

N, al carei rezultat este secventa periodica, de aceeasi perioada, definita prin:

i[n]= D, x[m]x,[n—m] (13)

m=(N)
are loc:
i [n]® %, [n] X, [k] X, [K] (14)
e) Teorema produsului
%[n] % [n] > %X (K] ® %, [k] (15)

f) Teorema lui Parseval

Y [l %,{%‘5{ g (16)

n=(N) N

3. Algoritmul TFR pentru calculul TFD

Dezvoltarea prelucrdrii numerice a semnalelor a inceput odatd cu elaborarea
algoritmului de transformare Fourier rapidd (TFR, FFT conform initialelor din limba
engleza). Acesta exploateazd anumite proprietdti ale exponentialelor complexe.
Implementarea algoritmului TFR este eficientd cand lungimea suportului secventei de
transformat, respectiv a perioadei semnalului periodizat este o putere a lui 2. Cand
aceastd cerintd nu este indeplinitd, se prelungeste intervalul din Z pe care se face
transformarea pana ce lungimea sa devine o putere a lui 2, completdnd semnalul cu
esantioane nule.

4. Aplicatiile TFD
4.1. Analiza armonica a semnalelor in timp continuu

Aceastd aplicatie se bazeaza pe teorema esantiondrii semnalelor de durata finita.
Se considerd un semnal in timp continuu, x(7), astfel incét

supp{x(t)} C[O,T] (17)
si semnalul rezultat prin repetarea prin periodicitate a acestuia (vezi fig.1).



x;(1)= D x(t=nT) (18)
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Fig.1 Semnalul de analizat (a) si repetarea sa prin periodicitate (b).

Se noteazd cu X (@) transformata Fourier a semnalului x(¢) si se presupune ca x, (¢)

admite dezvoltare 1n serie Fourier cu un numar finit de termeni:

N K2
X7 (t)z Z ae T (19)
k=N
Se esantioneaza semnalul x(7) cu pasul:
T
= 20
2N+ 20)
si se considera semnalul in timp discret:
x[n]:x(nTE) (21)
avand TFD X[k].
In aceste conditii se poate demonstra ca,
1 2r
a, =X|k|l==X| k— 22
== 2 x (4 ) @

adicd elementele TFD sunt proportionale cu esantioanele transformarii Fourier a
semnalului x(¢). In plus x(¢) poate fi reconstituit cu exactitate din esantioanele (21),

daca pasul de esantionare satisface (20).
In realitate este putin probabil ca aceastd esantionare sd se faca astfel incat
relatiile de mai sus sd fie Indeplinite, sau acest lucru este imposibil. In acest caz,

dezvoltarea lui x, (¢) contine o infinitate de termeni:

X (t) = kz c.e

s1 in urma esantiondrii se produce un fenomen de aliere a coeficientilor:

227
T (23)



0 1 & 2
Y= 2 oy =5 3 X[ (k+(28+1)p) 2 2

p=—0
Daca valorile transformatei Frourier X(®) sunt neglijabile pentru |a)| >N2x/T,

atunci valorile 7X[k] estimeazd, in puncte k27/T, k=-N,...N, cu suficientd precizie
esantioanele acestei transformate. In unele analizoare de spectru cu FFT se utilizeaza de
obicei interpolarea (de obicei liniard) a esantioanelor X[k].

Daca semnalul x(t) are o duratd lunga, se aplicd tehnica ,transformatei Fourier pe

termen scurt” (fig.2). Prin aceastd tehnicd se analizeazd armonic, prin intermediul
procedeului descris mai sus, portuni din semnal, obtinute prin inmultirea semnalului cu
diverse ferestre. Fereastra dreptunghiulara este cea mai simpla, dar, pentru evitarea
aparitiei fenomenului lui Gibbs, se utilizeaza ferestre mai evoluate (Hamming, Gauss,

etc), vezi fig.2.
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Fig. 2 (a) Semnalul de analizat; (b) functia fereastra dreptunghiulara; (c) Semnalul
analizat efectiv.

4.2. Calculul convolutiei
Se considerd doua secvente Xx, [n] si X, [n] , astfel incat:
x,[n]=0 pentrun<N, sin>N,

, (25)
x,[n]=0 pentrun<N, sin>N,

Pentru calculul convolutiei celor doud secvente se procedeaza in felul urmator:
e se formeazd semnalele % [n] si X,[n] prin periodizarea semnalelor date cu o
perioada
N2N,-N,+N,-N,+1 (26)
care sa fie o putere a lui 2; 1n acest fel din convolutia circulara a celor doud secvente se
poate recupera convolutia obignuita a semnalelor date



e secalculeazi X[k]= )~(1[k])~(2[k]
e se calculeazd TFD inversa, fc[n] a acestei secvente, reprezentand convolutia
circulara a secventelor %, [n] si %,[n]

e se calculeaza x[n] conform relatiei:
x[n]=x[n]-{o[n—-N,-N;]-o[n—N,—-N, 1]} (27)

4.3. Calculul corelatiei
Se considerda aceleasi semnale ca si la punctul anterior (ecuatia (25)), dar
considerate cu valori reale. Functia lor de intercorelatie se defineste prin:

0

Ryy,[n)= Y x[mlx,[m+n]=x[-n]%x,[n] (28)

m=—o
Pentru evaluarea acestei functii se procedeaza ca si la punctul anterior,
efectuandu-se convolutia intre primul semnal refelectat in timp si al doilea semnal.

5. Desfasurarea lucrarii

5.1. Se considera urmatoarele semnale:
(a) x,(t), din fig.3.a (impuls dreptunghiular)

(b) x, (t) , din fig.3.b (impuls triunghiular)
(c) x (t) = Asin (a)ot) I:O'(l‘) -0 (t - T):I (impuls sinusoidal)
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Fig. 3. Semnalele x, (¢) si x, (7)
Parametrii 4, T s1 ®, rdman la alegerea utilizatorului programului ,,/ff¢’. Se calculeaza
transformatele Fourier in timp continuu X, (), X, (o) si X, (o) si se reprezinta grafic.

Se calculeaza TFD ale semnalelor in timp discret ce rezulta prin esantionarea
semnalelor date incepand de la =-7/2 in 8, 16 si 32 de puncte pe durata T se va utiliza in
acest scop programul ,./fft’. Se compara ultimii doi membri care apar in relatia (28) (vezi
si (24)) pentru fiecare esantion in parte.

Se calculeaza TFD ca mai sus utilizdnd 256 de puncte de esantionare. Se compara
figurile ce se obtin prin executia programului cu graficele transformatelor
corespunzatoare si se determind valoarea maxima a erorii.

5.2. Se calculeaza convolutiile:

X (£)%x, (2), x (0)*x, (1), x, () *x, ()
ale semnalelor de la punctul 5.1. Se reprezinta grafic rezultatele. Se esantioneaza apoi in

512 puncte aceste semnale si se calculeaza convolutia lor, folosind programul “/ff#”. Se
compara graficele calculate cu cele obtinute folosind mediul Matlab.



6. Exercitii in MATLAB

In programul MATLAB pentru determinarea transformatei Fourier discrete se foloseste
functia fft. Denumirea sa reprezintd prescurtarea de la Fast Fourier Transform
(Transformata Fourier rapidd) si indica faptul ca este folosit pentru calcul un algoritm
rapid. Pentru obtinerea unor rezultate optime In cazul utilizarii acestei functii este
recomandat ca lungimea transformatei N sa fie aleasa ca putere a lui 2.

6.1. Transformata Fourier in timp discret

Sa se calculeze transformata Fourier discreta a secventei:

«[1] :sm(%j

Sa se reprezinte grafic partea reala, partea imaginara, modulul si faza transformatelor
Fourier discrete calculate.

n=0: 20;
x2=si n(n*pi/5);
X2=fft(x2,512);

figure(l)
subplot(2,1,1), plot(w fftshift(abs(X2))),grid
subplot(2,1,2), plot(w fftshift(angle(X2))),grid

figure(2)
subplot(2,1,1), plot(w, fftshift(real (X2))),grid
subplot(2,1,2), plot(w fftshift(img(X2))),grid

Exercitii
Utilizdnd exemplul de mai sus, determinati i reprezentati grafic partea reala, partea
imaginard, modulul si faza tranformatelor Fourier discrete pentru urmatoarele semnale:

1. x[n]=n pentru 0 <7 <10
2. xz[lq]:efj?Jrefj7 pentru 0<n <30
n, 0<n<10
3. x3[n]:
20-n,11<n<20
2 -J=
4. x,|n|=————e ° entru 0<n <30
4[] n’+2n+l1 P

6.2. Relatia de echivalenta a energiilor



Pentru o secventd x[n] se demonstreazi ci: f‘x[m]‘z = %E‘X[k]‘z
n=0 k=0

x=[(1:128) (128:-1:1)];
X=fft(x);

a=sum( X. *Xx)

b=r ound( sun(abs(X)."2)/256)

Verificati cu ajutorul unui program MATLAB relatia lui Parseval in cazul secventelor:

| x[n]— n, pentrun=20,7
S 0, 1inrest

4, pentru n=0
2, pentru n=1
2. x,[n]=11, pentru n=2
-1,  pentru n=3

0, in rest



