ESTIMAREA PRIN METODA CELOR MAI MICI PATRATE (LS)

METODA CELOR MAI MICI PATRATE

In capitolele precedente am c&utat estimatori optimali sau asimptotic optimali,
din categoria estimatorilor nedeplasati si cu dispersie minima (MVU). Pentru
determinarea unor astfel de estimatori era necesara cunoasterea densitatii de
probabilitate a datelor sau macar cunoasterea momentelor de ordinul intai si
doi ale acestora. Ce putem face dacad nu avem aceste informatii ? In astfel de
cazuri, vom aplica metoda celor mai mici patrate (Least Squares), care
conduce la un estimator care nu are, in cazul general, proprietati de
optimalitate asociate lui. Se presupune ca semnalul util urmeaza un model
cunoscut si se minimizeaza suma patratelor erorilor dintre date si modelul de
semnal. Ca urmare a modalitatii relativ simple de implementare, estimatorii
bazati pe metoda LS sunt utilizati in mod frecvent.

Se presupune ca semnalul util s[n] are un model cunoscut dar ca depinde de
un parametru necunoscut, 0, ce trebuie determinat. Semnalul util, s[n], asa cum
se arata in figura, este generat de un model (determinist), dependent de un
parametru necunoscut 6. Semnalul util generat, s[n], este determinist, dar el
este afectat de un zgomot de observare precum si de erorile cauzate de
diferenta dintre model si realitatea fizica. Acestea din urma sunt erorile de
model sau de modelare. In consecinta datele sunt aleatoare si doar ele sunt
accesibile masurarii. Estimarea conform metodei celor mai mici patrate, LS, va
determina acea valoare a parametrului necunoscut 0 care face ca semnalul sa
fie “cat mai apropiat” de datele masurate. Gradul de apropiere a semnalului util
s[n] de datele x[n], este masurata, in metoda celor mai mici patrate, prin
energia diferentei dintre cele doua semnale, [n], numita si eroarea punctuala.

@|parametru zgomot erori de
l modelare
Modelul de sin] x[n]
semnal Perturbare |———»

(determinist)

a) Modelul pentru date

0 x[n]
Modellul de s[n] —}l\ €ln]
z

semnal eroare
(determinist) punctuala 2

b) Modelul pentru eroarea punctuala




Dependenta de 6 este realizata prin intermediul semnalului util, s[n]. Valoarea
parametrului 6 ce minimizeaza energia integrala a diferentei dintre cele doua
semnale, J(0), este estimatorul LS. Se vede ca nu am facut nici o ipoteza
privind statistica datelor. in consecintd metoda LS este aplicabila atunci cand
nu avem o caracterizare statistica a datelor x[n] sau in cazul in care estimatorul
optimal nu se poate determina sau este prea complicat pentru a fi aplicat in

. practica.

10)= 3 (slol-sl) = 3 1)

pre
Pentru exemplificare, consideram un semnal util de tip componenta continua,
A, careia nu-i cunoastem valoarea
K [n] =A
Pentru a determina estimatorul LS al componentei continue, A, anulam
derivata, dupa A, a functiei

I(4)= 3 (oln]- )

adica
% :—2§(x[n]—A):—2r;)x[n]+2NA =0

Solutia ecuatiei este chiar estimatorul ML pentru componenta continua, A

N30
Estimatorul LS pentru componenta continua este media esantion, indiferent de
repartitia statistica a datelor x[n]. Estimatorul nu este, in cazul general,
optimal in sensul MVU. El minimizeaza doar eroarea LS. Daca
x[n]=A+w[n]
in care zgomotul w[n] este alb, gaussian, de medie nula, estimatorul LS este in

acelasi timp si estimator MVU.
*k%
Un alt exemplu este cel al semnalului util sinusoidal caruia nu i se cunoaste

frecventa digitala
s[n]=cos2z fyn; n=0,1,.,N-1

Determinarea estimatorului LS pentru frecventa impune minimizarea functiei
N-1 5
J(fo)z Z(:)(x[n]—cos27zfon)
"=
Se anuleaza derivata functiei si se obtine ecuatia

aJ N-1

[go) = 2%(x[n] —cos 27rf0n)(sin 27rf0n)27m =0

Fiind o ecuatie neliniara, nu putem stabili o formula pentru estimator. Cu datele
x disponibile, se poate face o determinare numerica a estimatorului LS, aga

cum am procedat pentru estimatorii ML




Daca semnalul util este o functie liniara de parametrul necunoscut, atunci
functia J este o functie de gradul doi, al carui minim se determina usor. Se
spune ca un semnal ce depinde in mod liniar de parametrul necunoscut
genereaza o problema liniara de cele mai mici patrate. In celelalte cazuri se
genereaza probleme neliniare de cele mai mici patrate.

Drept exemplu consideram semnalul util sinusoidal de amplitudine necunoscuta
s[n]=Acos2z fyn; n=0,1,..,N-1
Se construieste functia J si se anuleaza derivata ei

N1 2
J(4)=3 (x[n]-Acos27 fyn)
T O—

Ecuatia se rezolva usor, deoarece este liniara in A
N-1 N-1
Azocos2 27 fyn :Z(:)x[n]coszﬂfon
n= n=

Daca frecventa nu este foarte aproape de 0 sau 0.5 se poate scrie ca

N-1 N-114 cos 4 N-1

Z cos’ 27 fon =Z M =E+l z cos4r fyn = N

n=0 . n=0 2 2 2 n=0 2
In final rezultad estimatorul LS pentru amplitudine

R 2 N-1 5
Ag= v Z(:)x[n]cos 27 fyn
n=

Ne vom ocupa de problema LS liniara, pentru care dependenta semnalului util
de parametrul necunoscut aste liniara, de forma

s[n] zé’h[n]; n=0,1,...N-1

in care h[n] este o functie cunoscuta iar parametrul necunoscut 0 este o
amplitudine. Fuctia ce trebuie minimizata are expresia

N-1 5
7(6)= 2 (x[n]-0h[n])
ne
Dupa derivare si egalarea cu zero a derivatei

d‘]d—(:)=—2§(x[n]—0h[n])h[n]=0

Se obtine estimatorul LS in aceasta problema liniara, oricare ar fi forma
functiei h[n]

S i)
Ops = =

S )

n=0 6




Ne intereseaza uneori minimul erorii medii patratice. Acest minim se obtine
substituind Tn functia J estimatorul LS, care o minimizeaza

T = (05)= 3 (x[n] - Gn[n])]

4

= (x[n]—éh[n])(x[n]_éh[n])

n

= Nz x[n](x[n] - éh[n]) - égh[n](x[n] —6h [n])

n=0

Tl
—_ O

Din relatia de minimizare avem
N-—

]’gh[n](x[n]—éh[n])z gx[n]h[n]—é]’ghz [n]=0

Substituim expresia estimatorului LS si concluzia de mai sus in expresia
minimului functiei J si obtinem

Jmin = Z x2 [n]__N—l—

Energiile semnalelor x[n] si h[n] sunt
N-1 N-1
E=2 5[] &= ]
n=0 n=0

Avem, pentru intercorelatia acelorasi semnale, expresia
N-1

=2 ]
proes
Cu aceste notatii energia minima devine
(rxh)2 (rxh)2 2
=& - =& |1- =& [1-p%]; 1,1
Jmm 8)( gh 8}( 8x8h gx[ p :|9 pE[ > ]
2

P

in care cu p s-a notat coeficientul de intercorelatie dintre semnalele x[n] si h[n].
Pentru exemplificare ne referim la semnalul componenta continua, pentru care

S[l’l]:Al, h[}’l]:l, n:O’l,,N_l
inlocuind in relatia energiei minime obtinem

= S ] = 5

n= n=0 8




Reamintim inegalitatea Schwartz-Cauchy-Buniakovski
N-1 2 N-l N-1
DRGIOIEMEE)ED
n=0 n=0 n=0

in care egalul are loc daca si numai daca x[n]=ah[n]. Se deduce imediat ca
2

0< p? ) <1
E&,
in lipsa zgomotului coeficientul de corelatie e 1 iar valoarea minimé& a functiei J

=

este zero, ceeace inseamna ca amplitudinea se determina “exact”. Avem
N-1 5
0<J i < ZX [n]zé?X
n=0
Metoda LS poate fi extinsa si pentru cazul parametrului vector, pentru care

s=HO0
Estimatorul LS vector se determina minimizand functia

J(8)= Z_;)(x[n]—s[n])z = (x—s) (x—s)=(x—H0)' (x—H0)
" care poate fi pusa sub forma

J(0)=x"x—x"HO—-0"H'x+0"H'HO =x"x —2x'HO + 6" H HO

Reamintim regulile de derivare pe care le-am mai utilizat

i(be) =b; i(eTA@) =2A"0, daci A" = A

00 00

Aplicand regulile de3 derivare, se determina derivata functiei J sub forma
aJ(0) ; ;
W =—2H'x+2H HO

Dupa anularea derivatei se obtin p ecuatii, care au forma matriceala
o T
H HO=H x

Solutia este estimatorul vector LS, formal identic cu estimatorul BLU

~

0,5 =(H'H) H'x

Se poate determina, cu estimatorul LS stabilit, minimul functiei J
Join = (8,5) = (x~HO)' (x—H8)
- [x ~H (HTH)_l HTx:|T [x - H(HTH)_l HTle

=x [Iu - H(HTH)_I H’ }[Iu —H(HTH)_1 HT}X 10




Deoarece paranteza dreapta este, asa cum am aratat deja, o matrice
idempotenta, acest minim al functiei se poate pune sub forma

-1
T T T
Jo =X {Iu ~H(H'H) H }x
sau, in final
T [
Join =X [x—H(H'H) H'x
N
0
=x! [x - Hﬁ]
Uneori forma LS liniara include o matrice de ponderare W de dimensiuni NxN
T
J(0)=(x—H6) W(x—H0)
Un caz particular al matricei de ponderare, des utilizat in practica este forma

diagonala
wy 0 - 0
0 w - 0
W= :
0 0 - wy, 11

Pentru exemplificare, vom considera cazul in care matricea de ponderare este
diagonala. Daca semnalul util este s[n]=A, functia J devine
N-1 P
J(A) = Z;) w, (x[n]—A)
n=
O relatie de aceasta forma ne permite sa ponderam in mod diferit contributia
esantioanelor de semnal in expresia functiei J. Fie ca datele sunt de forma

x[n]=A+w[n]; n=01,..,N-1 w[n]~./\/(0, o‘,f)

esantioanele de zgomot normal w[n] sunt necorelate dar au dispersii diferite.
Luand ca ponderi inversul dispersiilor, adica

w, = 1/0'3
functia J si derivata acesteia iau formele
& 2 dJ(4) G
J(4)= —(x|n|-4); ———==-2>» —(x|n|—-4
()= 2 (b= =2 =23 (xla]-4)

Anulam derivata si obtinem estimatorul LS pentru parametrul necunoscut, A

. N—lx[n]/N—l 1
4,.=S L /S 2
5 ko & .




Daca matricea W este pozitiv definita, ea poate fi pusa sub forma unui produs
w=D'D
in care matricea D, de dimensiuni NxN, este inversabila

Functia J se poate pune sub forma

T

J(8)=(x—He)' D'D(x-H0)=[D(x~H0)] (Dx-DH6)
— (Dx-DH6)" (Dx-DH6)=(x'-H'0)" (x'—H'0)
Daca datele x se prelucreaza prin multiplicare cu matricea D se obtin

x'=Dx=DHO +Dw
sau

x'=H'0+w'

Adaptand relatia de estimare vectoriala LS anterior stabilitda avem
A _ T T N T ' -1 YA
0,5=(H'H) H'x — 0,,=(H"H) H'x

-1
=(H'D'DH) H'D'Dx

:<HTWH)_1 H'Wx 1

Se determind acum minimul functiei J

T (T al |
J o =X [Iu—H<H H) HT |x
-1
=x'D’ [Iu ~DH(H"D'DH) HTDT}DX
-1
=x’ [DTD—DTDH(HT D'DH) H' DTD}(

:XT[W—WH(HTWH)_I HTW:|X




O interpretare geometrica a estimarii LS

Vom reexamina abordarea prin metoda LS liniara dand relatiilor interpretari
geometrice. Modelul liniar corespunde semnalului s=H6. Daca notam coloanele
matricei H cu hi, coloanele fiind vectori, semnalul util poate fi pus sub forma:

Hl
0, | &
s=H8=[h, h, - hy_| 5 =2 0h,

N
1l
—

9N—1_

Semnalul util este deci o combinatie liniara a vectorilor de semnal, hi.

Vom da ca exemplu analiza Fourier

Vom presupune ca in semnalul util, s[n], este prezenta o singura armonica,
adica

S[n]= acos2r fyn+bsin2x fyn, n=0,1,..,N-1

Parametrii necunoscuti, a si b, sunt grupati in vectorul
T
0= [a b]

Cele N relatii de legatura intre esantioanele semnalului util $i necunoscutele a
si b, se pot pune intr-o forma matriceala

_ - 1 0
s [0] cos2r f, sin27 f,
s | . . H
L ' ' b
cos2z fo(N —1) sin2zf (N —1
_S[N—l]_ l:( ) l(1)2( ) .




Cei doi vectori coloana din structura matricei H sunt
T
h, z[l cos2zfy -+ cos2rf (N—l)]

h,=[0 sin2zf, - sin2zfy(N-1)]

Vectorul de semnal util, s, se poate exprima si printr-o combinatie liniara a celor
doi vectori coloana, prin

s =ah, +bh2

Pentru un vector oarecare, &, avand N componente

e=[e & - &

patratul normei gi lungimea sa euclidiana se calculeaza cu relatiile

N
o =e7e=> g% lel=vE -

Eroarea patratica, J, ca energie a diferentei dintre datele x si modelul de
semnal util, s=H6 se poate pune sub forma

N 2
X'Z;Hihi
=

J(0)=[x-Ho|” =

Abordarea LS liniara impune minimizarea patratului unei distante de la vectorul
de date x la un vector de semnal util s=H6, o combinatie liniara a coloanelor
matricei H. Vectorul x este un vector in spatiul real N-dimensional. Vectorii de
semnal util posibili sunt p-dimensionali, p<N. Ei se afla in spatiul real, p-
dimensional, subintins (generat) de vectorii {h1 ,hz,...,hp }. Am admis ca
matricea are rangul p si deci hi sunt vectori liniar independenti, ei generand un
spatiu p-dimensional.

spatiul subintins
de vectorii h, 5i h,

In figura se ilustrez& cazul N=3 si p=2. Este evident c& vectorul estimator LS al
semnalului util, care are distanta minima - in sens euclidian — la vectorul x este
proiectia ortogonala a lui x pe subspatiul bidimensional,

subintins de vectorii h1 si ha. 18




Vectorul eroare

£=X-§
este, In consecinta, ortogonal pe subspatiul bidimensional
2 3
S“cR
si deci pe orice vector din subspatiul bidimensional. Reamintim c& doi vectori,
& si m, sunt ortogonali, daca produsul lor scalar este nul

g'm=0 < &ln
Pentru cazul din figura
x-§ 1S x-§1 h, si, in acelasi timp x-§_Lh,
Relatia de mai sus este echivalenta cu relatiile
(x—é)Thl =0; (X—§)Th2 =0
Cele doua relatii de mai sus pot fi puse sub o forma matriceala
(x-H8) [n, h,]=[0 0]
Cu notatiile matriceale uzuale obtinem

(X—Hé)THZOT 19

Efectuam produsul si obtinem ecuatia
H'x-H'HO=0
a carei solutie este estimatorul LS pentru parametrul vector
N -1
0,=(H"H) H'x
Vectorul de eroare, g, se poate pune sub forma
e=x-§=x-HO
cu care relatia de ortogonalitate devine
gH=0" @ ¢lH < ¢lh; i=12..p

Energia minima a diferentei dintre date si modelul de semnal se poate calcula
cu relatia

onin = (X —Hé)T (x—H8) =[x -1 "= g
é)zSTX—STHézaTx=(xT—éTHT)x
)_1 HT}szT[IM —H(HTH)_IHT}X

20

-g’e=¢" (x-H

- [xT —xTH(HTH

10



In concluzie, abordarea LS poate fi interpretata ca fiind o problema de
aproximare a unui vector de date x, dintr-un spatiu N dimensional, printr-un
vector s ce este o combinatie liniara a p vectori hi care fac parte dintr-un
subspatiu, cu dimensiunea p, unde p<N. Problema se rezolva alegand pentru
estimator proiectia ortogonalé a vectorului de date din spatiul N dimensional pe
subspatiul p dimensional.

Daca vectorii h1 si h2sunt nu numai ortogonali ci si ortonormali, ceeace
presupune si

[ =l =1

suma proiectiilor vectorului estimator ML pe cei doi vectori ortonormali din
subspatiul cu dimensiunea p=2, este 2

S =8, +8, =(h{x)h, +(hIx)n,
proiectie

Folosind notatii matriceale, relatia anterioara devine

i h’'x h’
§=[h, hﬂ[h;J =[h, hzj{h;]x =HH x
2 2

relatie valabild pentru o dimensiune p oarecare, dar p<N

Deoarece vectorii h sunt ortonormali, rezulta ca H este o matrice unitara, pentru
care matricea inversa este transpusa

H'H=1,

22
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Continuarea exemplului privind calculul coeficientilor Fourier

Vom presupune ca N este un numar par si ca frecventa digitala a
fundamentalei este 1/N. Conform cu relatiile stabilite iTn Cap. 3 avem

N-1 k
hTh2 = Z cos2w—nsin2z—n=0
! n=0 N N

N-1 k N

thhl - thuz = nZ:;‘) cos? 27zﬁn ==
2 N
hghz - HhZH :?

Calculand produsul

T T T N 0
h hih, hih B
HTH={ ;}[hl hﬂ:{ . ;2} 2 N =%1u
h; hyh;  hyh, 0o =
2
deducem ca vectorii h sunt ortogonali, dar nu ortonormali. 23

se pot determina acum estimatorii LS pentru amplitudinile a si b

.~ la -1 h!x
0= . =(HTH) H'x=2H'x=2 .
b N N hyx
N-1
2 x[n]cosZﬂﬁn
N5 N
- N-1
2 x[n]sin27r£n
N = N

in cazul general vectorii coloana h extrasi din matricea H nu sunt ortogonali si
estimatorul LS are expresia

. T\l
$=HO=H(H"H) H'x=Px
in care matricea P de dimensiuni NxN defita cu relatia
-1
P=H(H'H) H
este simetrica si idempotenta

P =p; P’=P 2

12



Proiectia vectorului x pe subspatiul p dimensional este
Px
Matricea P nu este inversabild, ceeace inseamna ca din relatia de estimare LS
s =Px
nu putem reconstrui vectorul de date. Asa cum rezulta din figura, exista mai
multi vectori x care au aceeasi proiectie

Daca vectorul odata proiectat pe subspatiu se proiecteaza a doua oar3,
rezultatul este acelasi, adica

P(Px)=P’x = Px

Idempotenta este deci stabilita

25

Matricea de proiectie P este pozitiv semidefinita. Pentru a arata acest fapt,
construim forma patratica

x Px = x' P?x = x' PPx = x’ P" Px
2
= (Px)T (Px) = ||Px|| >0, Vxe RY
si ea este nenegativa, oricare ar fi vectorul x
Vectorul de eroare ¢ este ortogonal pe subspatiul p dimensional i are forma
e=x-§=x—Px=(I,-P)x

Vectorul eroare apartine subspatiului complementar spatiului de aproximare.
Matricea de proiectie pe acest subspatiu este, si ea, simetrica si idempotenta

Pl=1,-P, (Pi)T ~pt. (Pi)2 —pt
Se poate acum calcula minimul functiei J
I oin = x’ [x - H(HTH)_1 HTX} =x! (x - Px)
=x’ (L, —P)x =x' Px=x"PP'x
= (2] (P) =P <[l

: — : 26
care este patratul lungimii (norma) vectorului de eroare, ¢

13



Stabilirea recursiva a modelului semnalului util, aplicand metoda
LS

In unele situatii nu suntem siguri in ceea ce priveste modelul aplicabil
semnalului util si trebuie sa adoptam unul. Daca ne referim la datele
experimentale din figura, putem Tncerca, succesiv, doua modele pentru
semnalul util si anume, mai intai:
sl[n]=A1 _ n=0,1.,N-1
Si apoi

sz[n]:A2+an n=0,1,..,N-1
si s& ne hotaram apoi care dintre ele este mai potrivit. In mod evident,
parametrii necunoscuti sunt A+ si apoi cuplul Az, B2 respectiv. Nu e greu sa
stabilim ca cele doua matrice de observare, H, corespunzatoare celor doua
modele de semnale utile sunt

x[n]

4

: ' / - 1:[n]'-&,an‘n

d

28 & 88

e 3

1 1 0
L L
1 1 N-1
In cazul primului model, aplicarea estimarii conduce la
4 =x

Pentru al doilea model efectuam calculele pentru aplicarea estimatorului LS
[ R T |
H'H= .

0 1|

NZO_:II %O_:ln
N(N—l)
2
N(N-1) N(N-1)(2N-1)
2 6 28

14



Determinantul produsului are expresia
‘HTH‘ _ N(N 1)(2N 1) B N (N 1)
6 4
N*(N?-1)
12

Se poate acum inversa matricea produs

N(N-1)(2N-1) N(N-1)

e 12 6 2
(1) CNE(NE-L)| N(N-1) N
2
[ 2(2N-1) 6 |
N(N+1)  N(N+1)
6 12
N(N+1) N(Nz—l)

- - 29

Calculam produsul
x[0]

11 - 1 } x[1] B Z_x[”]

. N-1

HTXZ[O T VY| :
X[N-1] Zo:nx[n]

Tnlocuind in relatia de calcul a estimatorului LS si obtinem

2(2N-1) 6 N-I
{212] N(N+1)  N(N+1) ; x[n]
A 6 12 N-l
BZ LS _N(N+1) N(Nz—l) ;I’IX[}’Z]
2(2N-1) ¥ 6 A

Aceste formule de estimare au fost deduse si in Cap. 2 %0

15
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In figura sunt aratate datele (stabilite prin masurare) si cele dou& modele
pentru semnalul util. Se observa ca “potrivirea” dintre date si model este mai
buna pentru al doilea model, cel cu doi parametri. Pentru fiecare model se
determina Jmin. Pentru primul model avem Jimin. Pentru al doilea model se
calculeaza J2min<d1min. Daca se considera un model parabolic cu necunoscutele
As, Bs si Cs, puteam obtine Jsmin, etc. Vom adauga noi termeni modelului, pana
ce scaderea valorii Jmin este nesemnificativa. In acest fel stabilim parametrii
modelului pentru semnalul util. Trebuie spus ca adaugand in model prea multi
termeni, acesta se va “potrivi” nu numai cu semnalul util ci si cu zgomotul, ceea

ce nu este de dorit. 31

Estimarea secventiala prin metoda celor mai mici patrate
Imbunat&tirea modelului semnalului util prin adaugarea de noi termeni, ar fi bine
sa se faca in mod recursiv, utilizand rezultatele obtinute pentru un model mai
simplu. Vom aplica metoda LS n cazul unei matrice H de dimensiuni Nx(k+1),
utilizand solutia obtinuta in cazul unei matrice H de dimensiuni NxKk.

Consideram modelele succesive de semnal util
si[n] =4, —-M< n<M

s[n]=4,+Byn  -M < n<M

Pentru primul model matricea H se reduce la vectorul 1, in timp ce pentru al
doilea model de semnal

1 M
1 —(M-1)
27| :
1 M
Avem
1 -M
— 1 1 1] =(M-1)
2R M —(M-1) - M| :
1 M 32
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M

>1 0 2M +1 0
HiH,=| " = M (M +1)(2M +1)
0 an 0 6
-M
Pentru celciudoué modele estimatorii LS sunt
I 1 _ ~
A=, 2, =T AZ;X
> miln]
B, ==
2
n=—M

Daca vectorii h sunt ortogonali (sau ortogonalizati prin procedura Gram-
Schmidt), se arata ca sunt aplicabile relatii de calcul recurent. Daca Hk este
matricea de observare de dimensiuni Nxk iar Hk+1 este matricea de dimensiuni
Nx(k+1), atunci

~ -1
T T T
0, =(H{H,) H[x=DHx

J

kmin

Hy, =[Hk hk+1:| 33

~(x-1,0,) (x-1,9,)
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