MODELE LINIARE

Foarte multe probleme de estimare se refera la modele liniare de semnal. Vom

considera, pentru exemplificare, cazul in care semnalul util A+Bn, cu parametrii

necunoscuti A si B, este afectat de zgomotul alb, gaussian, w[n]. Secventa de
date, accesibila masurarii, x[n], este

x[n]=A+Bn+w|[n]; W[n]~/l/(0,02); n=0,1,.,N-1

Dand lui n toate cele N valori, obtinem un set de N ecuatii
x[0]=A+B-0+w][0]
x[1]= A+B-1+w[1]
x[2]=A+B-2+w[2]
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n= N -1: x[N-1]=A+B-(N-1)+w(N-1)

1

care pot fi rescrise sub forma matriceala

x[0] ] [1 0 ] - w[0]
x[1] 11 A w(1]
x[2] |=[1 2 {B}+ w[2]
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x[N-1]| |IN-1 w(N -1)
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vectorul parametrilor necunosculti fiind
0=[A B
Utilizand notatia matriceala obisnuita, modelul de semal x poate fi pus sub
forma

x=HO+w; w~/l/(0,0'21u)

in care w, ce are componentele |ID, are matricea de covarianta de forma
diagonala. Matricea H se numeste “matrice de observare” 2




Ne punem problema daca exista sau nu exista un estimator MVU eficient
pentru vectorul parametrilor din modelul liniar de date. Reamintim ca, pentru
existenta estimatorului MVU eficient, este necesar si suficient s avem (revezi
teorema Cramer=Rao)

R 1(0) 1 (x)-0]

00
estimatorul fiind
0="f(x)
ce are matricea de covarianta
_q1
C;=1"(0)

Vectorul x este gaussian deoarece provine dintr-o transformare afina a
vectorului gaussian w. Pentru a preciza distributia vectorului x de date este deci
suficientd deteminarea mediei si a matricei sale de covarianta, identica cu a
zgomotului. Avem

p=E{x}=E{HO+w}=E{HO}+E{w}
=HO0+0=HO0

1 1 T
p(x:0) = = exp{— L (x-H0) (x—HG)}

Inlocuind valorile méasurate ale componentelor vectorului de date x se obtine
functia de plauzibilitate. Logaritmand gasim ca

Inp(x;0)=—NIn (\/27[0') —2—12(x - H())T (x—H9)
o
si dupa derivarea in raport cu vectorul 6 rezulta
dln p(x;0) 1 0

o= o %(XTX—XTHO—GTHTX+9THTH9)
O

Un scalar este neafectat de transpunere, asa ca
T
(XTHB) =x'HO = 0'H x=x HO

motiv pentru care avem
OInp(xh) __ 1 i( Tx—2x"HO + 0" H' HO)
o0 202 00




In literatura de specialitate se dau urmétoarele reguli de derivare

%(bo) =b %(BTAO) =2A"0, pentru A’ =A

Aplicam aceste reguli de calcul si obtinem

%(XTH)B I%(HTX)T 0=H' x

0
—0' (HH)0=2H"HO
00
deoarece este indeplinitéd conditia ceruta de regula a doua de derivare
T
(H™H) =HTH

Substituim aceste rezultate in expresia derivatei si obtinem
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Reamintim ca existenta unui estimator MVU eficient este conditionata de faptul
ca putem pune derivata sub forma

alnpxe [f 9]

Analizand forma derivatei stab|llte de noi pentru modelul liniar, fortdnd un factor
comun pentru a lasa ?arametrul 6 singur, obtinem
olnp(x;6) H ZH[(HTH) H x- 9}
00 o
Tot ca rezultat al aplicarii teoremei Cramer-Rao rezulta, prin identificare,
estimatorul si matricea sa de covarianta

0= (HTH)_l H'x C,=1"'(0)=0" (HTH)fl
Vom arata ca estimatorul este nedeplasat. Mai intai ii modificam expresia
0= (HTH)_l H'x= (HTH)_l H' (HO+w)
- (HTH)_l(HTH)B + (HTH)_I H'w

- ()JF(HTH)_1 H w




Deoarece zgomotul w este de medie nula avem
E {(HTH)_l HTw} = (HTH)_lHT E{w}=0

Mediind forma modificata a estimatorului si tindnd seama de media de mai sus
obtinem imediat

E{6}=0
ceeace inseamna ca estimatorul dedus este nedeplasat. Deoarece satisface

cerintele teoremei Cramer-Rao este de tip MVU, eficient. Estimatorul vector
are o repartitie gaussiana

~ -1
0~ /l/(e, o’ (HH) j
Este posibil sa fim interesati de estimarea semnalului
s=HO

si nu de estimarea vectorului de parametri necunoscuti. In acest caz,
estimatorul MVU eficient, pentru semnalul util este

§:H6=H(HTH)_1HTX 7

Estimatorul pentru vectorul 6 este o functie liniara de vectorul gaussian de date
X, deci este gaussian. Aceeasi observatie se face pentru estimatorul de semnal,
s. Media sa este H6. Matricea de covarianta a estimatorului pentru semnal se
poate deduce prin calcul direct

c,=E {(Hé—He)(Hé—He)T}
~E{H(6-0)(6-0) 1"}
~HE{(6-0)(6-0)' |1’
=HC H'
~ O'ZH(HTH)_l H'
Putem deci afirma ca

S ~ /V(HO, aZH(HTH)_lHTj




Exemple de aplicare ale modelului liniar

Trasarea unei curbe polinomiale printre puncte
Tn unele situatii cautdm o relatie matematica intre doua marimi, masurate
experimental in mai multe puncte. Masuratorile pot fi, din multiple cauze,
afectate de zgomot, de erori de masurare s.a. pe care le modelam printr-un
zgomot alb, gaussian. Daca ne referim la situatia expusa n figura

s(t) s(t)
x(t,) x(t

xit,) = s(t +wit)

)

ity ) x(t,)
§ s

x(t)  xt,)

) to t-| t-) ':3 """ t-n """ t-ﬂ.l t
odelul acceptat pentru datele masurate x(t) este

X(t)=s(t)+w(t)

Pentru semnalul util, s(t), se prezuma, din considerente pertinente modelul
_ 2
s(t)=6,+6,t+ 65t
Cu perechile t,x(t) se formeaza N relatii

X(ty )= 6, + Oty +Osth +w(t,), n=01..,N-1 °

3

parametrii necunoscuti fiind cele 3 valori pentru 6. Explicitam cele N relatii
X(to ) =6, + 0oty + 0515 +w(ty)
2
X(t,)=6,+6,t + 057 +w(t,)
X(ty) =6, + 05, + 6,15 +w(t,)
2
X(ty_y ) =6, + Oty _y + 05ty +W(ty )

Aceste N ecuatii se rescriu sub forma

X)) ] 8] [ w() ]
) | |1 w{[a] | wy)
X() [=]1 t, 5 |G|+ w(t)

: : : : 93 :
 X(tyg) | 1oty tyg| ® wty),

X H w 10




sau, cu notatiile matriceale obisnuite
x=HO0+w

Pentru un caz mai general, polinomul de aproximare al semnalului s(t) are
gradul p-1, parametrii necunoscuti fiind cei p coeficienti ai polinomului

X(ty) =6, + 0oty +03t5 +...+0,tP +w(t,), n=0,1,..,N-1

In aceasta situatie matricea H are forma

1oty 2 0]

2 p-1

H=|1 t, t22 tzp—l
2 p-1

1oty N o N4

Conform cu formula estimatorului pentru modelul liniar, stabilita anterior

6=(HTH)71HTX )

Dupa ce au fost estimati parametrii 6 se poate estima semnalul s(t) cu relatia
2 P, ~ i-1
$(t)= Z; ot
1=

ANALIZA FOURIER A DATELOR

Consideram un semnal util, compus din M armonice ale fundamentalei 1/N.
Numarul N de esantioane de semnal este considerat a fi par. Pentru
respectarea teoremei de esantionare e necesar sa avem N>2M

M M
x[n]=Zakcos%n+2bksin@n+w[n];
=i N =1 N
n=0,1.. N-1
fo=kt; k=12..M si M<N/2
N

Zgomotul w[n] se considera a fi de tipul alb, gaussian. Parametrii necunoscuti
sunt amplitudinile armonicelor, in numar de 2M, si sunt grupati in vectorul 6

0=[a a, . . ay b b .. bM]T 12




Cele N relatii se pot pune sub forma
x[0]=a +a, +..+2ay

M 27

2 Ar
x[l]:aicosW+a2cosW+...+aM cos +

M2z

+blsin2W”+b25in4W”+---+bM sin +w[1]

M 27

x[2]=a10052%+a2c052%+~-+a,\,, c0s2 +

M 27

+blsin22Wﬂ+bzsin24W”+-~+b,v| sin2 +w[2]

x[N -1] =4, cos(N —1)2W”+a2 cos(N —1)%+---

M 27z

+ay (N —1)cos

M2z

+by, (N —1)sin

+w[(N —1)]

+blsin(N—1)2W”+bzsin(N _1)%’%...

si pot fi rescrise matriceal

- x[o] | [ (o]
x[1] wl1]

x[2] = w[2] [+

_x[N.—l]_ _w[l\i —1]

1 1 0 0
27 M2rx . 2r . M2«
COS— Ccos Sin— Sin
N N
00522—” cosZMZH sin22—” sinZMZ”
N N
COS(N—].)Z—” cos(Nfl)% sin(Nfl)z—” sin(Nfl)MZﬂ
N N N
hy hy, hy hyp




sau, cu notatiile matriceale uzuale

x=HO0+w
matricea H fiind costituita din 2M vectori coloana, h
H = I:hl h2 e hZM ]

Acesti vectori coloana sunt liniar independenti, fapt ce se verifica prin calcul
direct. Patratul normei lor este N/2. Drept urmare obtinem c& matricea

hl
.
T h,
H'H=| "% |[n, n, By |
T
hZM
T T T
h/h, hih, h; hy,, N/2 0 0
T T T
hyh,  hyh, hyhy,, 0 NJ/2 0
T T T
howh,  hoyh, by b,y 0 0 N/2
Ny 15
2 u

este inversabila si are inversa
-1 2
(HTH) "=,
N
Substituim in expresia estimatorului rezultatele anterioare

~ -1
0=(H"H) H'x =%IUHTx = %HTX

T T
h; h; x
2| n! 2| nlx
= — 2 X=— 2
N : N
T T
hyy, hyyx

Se deduc, in final, expresiile estimatorilor pentru amplitudinile componentelor
armonice

N-1
%hkx =%r§) x[n]cos nKZT”;

) N-1
%hkx:%n;x[n]sin nsz” 16




Estimatorii sunt nedeplasati, ceeace se poate verifica prin calcul direct
E{ak}zak E{bk}:bk
Matricea de covarianta a vectorului estimator se obtine din formula stabilita,
substituind inversa matricei produs

C,=o?(HH) = (202/N)1,

Se gasesc limitele inferioare Cramer-Rao pentru estimatori. Deoarece
estimatorul vector este, pentru modelul liniar, eficient, disperiile egaleaza CRLB

Disp{a, | = Disp{bk}: 26N
Vom aborda acum un un caz mai simplu, in care este prezenta o singura
armonica in datele x[n]

x[n]=a, cos2z f,n+b, sin2zf n+w[n] f, =k/N
Puterea acestei componente armonice este
_ (a2 2
P= (ak + by )/2

Un estimator “natural” pentru aceasta putere pare a fi

p—(a2+52)/2 "

Repartitiile estimatorilor amplitudinilor componentelor spectrale sunt
2072

2 ~
ék~/l/[ak, %J bk~/l/(bk, Tj

Analizam faptul daca estimatorul puterii, introdus de noi, este sau nu este
deplasat. Avem

~ 1. 1 _(~
E{P] =§E{a|f}+§E{bk2}
Reamintim ca pentru o variabila aleatoare normala, &, cu repartitia
£~V (E{s}, Disp{s})
este valabila;\ relatia
E {52} =(E{&})” + Disp{¢}
cu aplicarea careia rezulta

laf)=af+ 2 E{f)=0f 20

in final media estimatorului considerat se calculeaza cu relatia

2 2 2 2
~y @ +b
E{P} ==X 20" _p 2o »
2 N N




Se observa ca estimatorul este deplasat. Se poate afirma ca, asimptotic, este
nedeplasat

Se mai stie ca
. 2 . . 2
Disp {52} =4(E{&})" Disp{¢} +2(Disp{&})
formula care permite estimarea dispersiei estimatorilor pentru a si b

220‘2 40'4_80'2[ 2 O'ZJ

Disp{élf} =4a,

+2 =
N N2 N
) 220‘2 4c* 807 2 o2
Dlsp{bk}:4bk N +2 NE = bk+W

In consecinta, dispersia estimatorului introdus pentru puterea componentei
armonice este

ag +—
KN

Disp{ls} = % Disp{élf}+%Disp{5k2}

2 2 2 2
_207 g2 p2 29 | 497 p 0"
N N N 19

Media si dispersia estimatorului pentru putere au dimensiunile
[E{f’}J:Voltz/Ohm [Disp{lS}sz‘l/Ohm2

O marime adimensionala ce poate caracteriza “detectabilitatea” sinusoidei din
zgomot este raportul

) (E{ﬁ})2 N (P+202/N)2 [VoltZ/Ohm]2
- Disp{P} 4c”(P+o?/N) [Volt*/Ohm? ]

Daca P=0, adica sinusoida nu e prezenta in zgomot, raportul este r=1. Daca
insa sinusoida e prezenta iar raportul semnal/zgomot, SNR,

SNR=n=P/(26%/N)
este mult supraunitar, raportul se poate aproxima cu

NP N P
5= 2>>1
4o 2 20

Prin urmare, daca r este mult supraunitar, sinusoida se detecteaza usorzc(i)in
zgomot

r

IR
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O GENERALIZARE A MODELULUI LINIAR

Modelul liniar studiat pana acum considera ca zgomotul este alb, gaussian.
Modelul liniar se poate generaliza in sensul ca se poate admite ca zgomotul
este colorat, avand o matrice de covarianta C. Repartitia vectorului de zgomot
w este

w~A(0, C)

in literatura de specialitate se araté ca densitatea de probabilitate a vectorului
de date x este

p(x:0)= ﬁlexp{_;(x_nef Cl(x—HO)}
(27)2|Cf2
Dupa inlocuirea datelor x se obtine functia de plauzibilitate, ce depinde doar de
vectorul parametrilor necunoscuti, 8. Pentru derivare procedam astfel
olnp(x;0
oI p(x36) _ —li[xTc—lx— 20H"C'x+0"H'C'HO |
00 200

_ _l[—Za(xTC_lHO) Ny (HTC_lH)G}
2| ‘0 20

= —1[—28(HTC‘1X)T 0+ ¢ (HTC_lH)G} 21
2| "0 00

Efectuam operatiunile de derivare si “fortam” forma ceruta de teorema
Cramer-Rao

oInp(x;0)
00

=H'Cx-H'C'Ho
-1
- HTC’lH[(HTC’lH) H Cx- e}

=1(0)[6-0]
Prin identificare obtinem expresia estimatorului pentru modelul liniar generalizat
0= (HTC_IH)_l H'Cx
Si matricea sa de covarianta
C,=(H' C_lH)_l

Atat matricea de covarianta cat si inversa ei sunt matrice pozitiv semidefinite.
Pentru orice matrice pozitiv semidefinita, deci si pentru inversa covariantei , se
poate scrie o expresie de forma

-1 _nT
CN><N - DNxNDNxN

D fiind o matrice inversabila 22
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Daca se aplica zgomotului colorat w prelucrarea de semnal definitd de matricea
D se obtine un zgomot w’ avand matricea de covarianta

E {(Dw)(Dw)T } =E {DWWTDT } =DE {wa }DT
=DCD' = D(DTD)& D'
=pD (D' )71 D' = (DD’l)(DD’l)T
=11 =1,
In concluzie zgomotul colorat w este transformat, prin prelucrare cu matricea D,

intr-un zgomot alb, cu dispersia unitara. Operatia realizata prin matricea D se
numeste “albire” iar matricea D se numeste “matrice de albire”

w~ A0, C) = w'=Dw~A(0, 1)

In consecintd, modelul liniar generalizat
x=H0+w, w~A"(0, C)

se poate transforma intr-un model liniar “clasic”, transformand datele x in datele
x’ prin “albire” cu matricea D

x'=Dx=DHO+Dw=H'0+w'; w~A(0, I,)

Matricea de observare se transforma si ea prin prelucrare cu matricea D
H'=DH
Aplicand formula de la modelul liniar “clasic” estimatorul este

é:(H'T H')_lH'T x'

T -1 T
-|(on)’ (pH)| (pH)" (Dx)
-1

:[HT (DTD)H] H' (D'D)x
= (HTC_lH)il H' cx

Tot asa se poate determina si matricea de covarianta, plecand de la modelul

Iiniarl“clasic”
(HTH) = [(DH)T (DH)}

- [HT (DTD)H]_1

-1

Cé:

- (HT C_lH)_l

24
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